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Предлагается механическая модель кипы хлопка и ее математическая 
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Кипу хлопка можно представить в виде 

механической модели с распределенными 

инерционными ( 0m ), упругими (с0) и дис-

сипативными (b0) параметрами[2]. В этой 

модели (рис. 1) независимой переменной 

является лагранжева координата z, с по-

мощью которой определяются положения 

сечений кипы по высоте в недеформиро-

ванном состоянии, зависимой переменной 

является деформационное перемещение 

u(t, z). Площадь поперечного сечения кипы 
A = 0,97∙0,6 = 0,582 м

2 считается неизмен-

ной в процессе деформаций, высота кипы 

в ненапряженном состоянии ℓ = 1,3 м, мас-

са кипы m =205 кг, усилие прессования 

Q = 42,4∙10
4 H. Полная деформация спрес-

сованной кипы δ = 0,53 м.  Жесткость ки-

пы 4Q
c 80 10  


 Н/м. Погонные масса и 

жесткость кипы 
0

m
m 157,7  кг/м, 

4
0c с 104 10 Н.

1(м)
    

 

 
 

Рис. 1 
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Выделим сечениями z и z+dz произ-

вольный недеформированный элемент ки-

пы dz.  
В результате деформации сечение z 

займет положение z u(t,z) , а сечение 

z+dz – положение 
u(t,z)

z dz u(t,z) dz
z


  


. 

Длина элемента dz в деформированном 

состоянии будет равна 
u(t, z)

dz dz
z





, а 

деформация этого элемента будет равна 

u(t,z)
dz

z




. 

Относительная деформация (отноше-

ние величины деформации к первоначаль-

ной длине выделенного элемента) будет: 
 

u(t, z)

z


 


.                 (1) 

 
Воспользуемся известным равенством: 
 

упрP(t,z)

E AE


   .          (2) 

 
Здесь (t,z)  – напряжение; E – модуль 

упругости; Рупр – упругое усилие; А – 
площадь сечения кипы. 

Так как 
 

0
0

cAE
c , c AE, c ,    

 
то , учитывая равенства (1) и (2), найдем:  
 

упр 0 0

u(t, z)
P (t, z) c c .

z


  


      (3) 

 
Равенство (3) задает характер распре-

деления упругих усилий по длине кипы в 

различные моменты времени. 
В предыдущих равенствах: c – коэффи-

циент жесткости кипы; ℓ – высота кипы; c0 
– погонная жесткость (жесткость 1 м дли-

ны) кипы. 
Применив к выделенному элементу 

второй закон Ньютона, получим: 
 

2

0 0 упр2

u(t, z)
m dz m dzg dP

t


  


,  (4) 

2

упр 0 2

u(t, z)
dP c dz

z





.         (5) 

 
Подставив  равенство (5) в уравнение 

движения (4), получим: 
 

2 2

0 0 02 2

u(t, z) u(t, z)
m c m g

t z

 
  

 
,  (6) 

 
в этом уравнении учтена сила тяжести ма-

териала кипы. 
В уравнении (6) дополнительно учтем 

демпфирующие свойства материала кипы, 

считая силы демпфирования пропорцио-

нальными скорости деформации: 
 

2

демп 0

3

демп 0 2

u(t, z)
P b ,

t z

u(t, z)
dP b dz.

t z




 




 

            (7) 

 
После учета равенств (7) получим урав-

нение движения в окончательном виде: 
 

2 3 2

0 0 0 02 2 2

u(t, z) u(t, z) u(t, z)
m b c m g.

t t z z

  
   

   
 (8) 

 
При решении уравнений движения ки-

пы руководствуемся следующими рассуж-

дениями. Уравнение (8) является линей-

ным неоднородным уравнением в частных 

производных. Его решение состоит из 

суммы решений однородного и неодно-

родного уравнений. Найдем сначала реше-

ние однородного уравнения (10): 
 

2 3 2

0 0 02 2 2

u(t, z) u(t, z) u(t, z)
m b c 0.

t t z z

  
  

   

 (9) 

 
Одним из методов поиска решения яв-

ляется метод Фурье, заключающийся в 

представлении решения в виде произведе-

ния двух функций, одна из которых зави-

сит только от времени t, другая – от коор-

динаты z: 
 



№ 2 (350) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2014 45 

u(t,z) T(t)Z(z) .          (10) 
 

Подставив это решение в уравнение (9), 

получим 
 

0 0 0m T(t)Z(z) b T(t)Z (z) c T(t)Z (z) 0.      

 (11) 

0 0 0m T(t)Z(z) Z (z)[b T(t) c T(t)] 0.    
 

Разделим почленно это равенство на 

0 0Z(z)[b T(t) c T(t)] : 

 

2
0

0 0

T(t) Z (z)
m p .

[b T(t) c T(t)] Z(z)


  


  (12) 

 
Равенство (12) записано на основании 

того, что две функции различных аргумен-

тов могут быть тождественно равны толь-

ко в том случае, если обе они равны одной 

и той же постоянной величине. 
Равенству (12) соответствуют два 

обыкновенных дифференциальных урав-

нения: 
 

2Z (z) p Z(z) 0.                 (13) 
2 2

0 0 0m T(t) b p T(t) c p T(t) 0.      (14) 

 
Решение уравнения (13) имеет вид: 
 

1 2Z(z) C cospz C sin pz.         (15) 

 
Это решение для модели, изображен-

ной на рис. 1, с учетом конкретных гра-

ничных условий рассматриваемой задачи 

преобразуется к виду: 
 

1

2

2

1 2 3 n

Z(0) 0, C 0,

Z(z) C sin pz,

Z ( ) 0, Z (z) C pcos pz,

cosp 0,

3 5 (2n 1)
p , p , p ,....., p .

2 2 2 2

 



  



    
   

 

Таким образом, получим бесчисленное 

множество решений, зависящих от значе-

ний pn.  
Уравнение (14) предварительно преоб-

разуем к виду: 
 

2
n 0nT(t) 2r T(t) k T(t) 0,          (16) 

 

где 
2

0 n 0
n 0n n

0 0

b p c
r , k p .

2m m
    

 
Решение уравнения (16) получим в виде: 
 

nr t
1 n 2 nT(t) e (D cosk t D sin k t),       (17) 

 

где  
2 2

2 2 0 0 n
n 0n n n 2

0 0

c b p
k k r p .

m 4m
      

 
В конечном счете для рассматриваемой 

модели решение однородного уравнения 

(9) получится в виде бесконечного ряда: 
 

nr t
n 1n n 2n n

n 1

u(t, z) sin p ze (D cos k t D sin k t).






  (18) 

 
К этому общему решению необходимо 

добавить частное решение неоднородного 

уравнения (8). 
Определяем деформацию кипы под 

действием сил тяжести. Для этого из  не-

однородного уравнения (8) в статических 

условиях найдем: 
 

2

0 02

u(z)
c m g,

z





                   (19) 

0 0

0 0

m mu(z)
gz g

z c c


 


,       (20) 

20 0

0 0

m m1
u(z) gz g z.

2 c c
    (21) 

 
Добавив это решение к решению (18), 

получим общее решение неоднородного 

уравнения (8): 
 

nr t 20 0
n 1n n 2n n

n 1 0 0

m m1
u(t, z) sin p ze (D cos k t D sin k t) gz g z.

2 c c






                     (22) 
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Деформацию кипы под действием уси-

лия прессования определяем следующим 

образом. Из уравнения (9) в статических 

условиях найдем: 
 

2

2

u(z)
0

z





,               (23) 

0

u(z) Q

z c


 


,               (24) 

0

Q
u(z) z

c
  .              (25) 

 

Таким образом, начальные условия 

рассматриваемой задачи запишутся в сле-

дующем виде: 
 

2 20 0 0 0

0 0 0 0 0 0

m m m mQ 1 1 Q
u(0, z) z gz g z gz g z, u(0, z) 0.

c 2 c c 2 c c c

 
        

 

     (26) 

 
Находим  частное решение уравнения 

движения кипы с учетом начальных усло-

вий (26). Для этого в уравнении (22) вос-

пользуемся условием ортогональности 

форм собственных колебаний: 

 

nr t 20 0
n 1n n 2n n n

0 00 0

m m1
u(t, z) sin p z dz e (D cos k t D sin k t) ( gz g z)sin p z dz.

2 2 c c
       (27) 

 
При t = 0 получим: 
 

2 20 0 0 0
n n 1n n

0 0 0 0 00 0 0

m m m m1 Q 1
gz g z sin p zdz zsin p zdz D gz g z ()sin p zdz,

2 c c c 2 2 c c

   
       

   
    (28) 

 

1n n n n n2
0 0 n0

2 Q 2Q
D zsin p zdz (sin p p cosp ).

c c p
                            (29) 

 
Найдем закон изменения скоростей: 
 

n nr t r t
n n 1n n 2n n n 1n n 2n n

n 1

u(t, z) sin p z[ r e (D cos k t D sin k t) k e ( D sin k t D cos k t)].


 



       

 
Для начальных скоростей имеем: 
 
 

n n

l
r t r t

n n 1n n 2n n n 1n n 2n n

0

u(t,z)
sin p zdz r e (D cosk t D sin k t) e k ( D sin k t D cosk t),

t 2 2
 

     
  

 
и при t = 0 получим: 
 

n 1n n 2n

n n
2n 1n n n n2

n n 0 n

0 r D k D ,
2 2

r r 2Q
D D (sin p p cosp ).

k k c p

  

   

                                (30) 
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С учетом найденных значений 
1,n 2,nD , D  окончательно получим: 

 

nr t 20 0
n 1n n 2n n

n 1 0 0

m m1
u(t, z) sin p ze (D cos k t D sin k t) gz g z.

2 c c






            (31) 

 
Часто приходится выполнять нахожде-

ние приближенного решения уравнения 

движения кипы. Равенство (31) дает точ-

ное решение уравнения движения кипы, 

однако из практических соображений из-

вестно, что в реальных условиях движение 

кипы затухает примерно через четверть 

периода колебаний на основной частоте, 

что позволяет ограничиться одним членом 

разложения (31), а вместо теоретической 

формы колебаний использовать уравнение 

начальной деформации: 
 

20
0

0 0

m1 1
u(0,z) gz z(Q m g )

2 c c
   , 

2 rt0
0 1 2

0 0

m1 1
u(t, z) gz z(Q m g ) e (D cos kt D sin kt)

2 c c


 
    
 

, 

1D 1 , 

2 rt0
0 1 2

0 0

rt
1 2

mu(t, z) 1 1
gz z(Q m g ) re (D cos kt D sin kt)

t 2 c c

e k(D sin kt D cos kt)],





 
      

  

 

 

2 2

r
[ r kD ] 0, D ,

k
     

 

где  
2

0

0

b p
r

2m
 ,  0

0

c
k p

m
 ,  1r r , 1p p ,  

2 2
2 2 0 0
0 2

0 0

c b p
k k r p .

m 4m
     

По приближенной зависимости была 

разработана программа, с помощью кото-

рой построены графики перемещений 
(рис. 2-а) и скорости верхнего сечения ки-

пы  (рис 2-б) после снятия упаковки. 
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                                                   а)                                                                                        б) 
Рис. 2 
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В Ы В О Д Ы 
 
1. Предложена механическая модель 

кипы хлопка. 
2. Составлена математическая модель 

деформационного движения кипы. 
3. Приведено общее и частное реше-

ние уравнений движения кипы.  
4. Обосновано применение прибли-

женного решения уравнения движения ки-

пы. 
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