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Рассматривается вопрос оптимального расчета допусков, обеспечи-

вающих заданную точность механической обработки при минимальной се-
бестоимости технологического процесса. 

 
The question of optimum account of the tolerances providing the set accuracy 

of machining at the minimum cost price of a technological process is considered 
herein. 
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Для наглядного представления о ме-

тоде определения допусков, обеспечи-
вающих заданную точность и наимень-
шую себестоимость обработки, рассмот-
рим наиболее простой случай участия 
двух входных технологических парамет-
ров и одного выходного на точность об-
работки. Пусть выходной параметр явля-
ется линейной комбинацией входных па-
раметров X1 и X2: 

 

22110 XaXaay ++= .        (1) 

 
Если случайные величины X1 и X2 яв-

ляются независимыми и подчиняются га-
уссовскому распределению [1], то поля 
распределения погрешностей выходного 

параметра и входных связаны  соотноше-
нием: 

 

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2
y y 1 X X 2 X XK Δ a K Δ a K Δ= + .    (2) 

 
Введем обозначения 
 

y yη K Δ ;=  
1 1i X Xξ K Δ= ( )1,2i = .      (3) 

 
Тогда вместо формулы (2) имеем: 
 

2 2 2 2 2
1 1 2 2η a ξ a ξ= + .                (4) 

 
Далее величины 1ξ , 2ξ  и η для крат-

кости будем называть допусками. Пусть 
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себестоимость изготовления детали зави-

сит от допусков 1ξ  и 2ξ  по закону [ ]2 : 

 

1 2
1 2 α α

1 2

B B
S A A ,

ξ ξ
= + + +            (5) 

 
где 0.α ≥  

Если допуск на выходной параметр 
(например, размерный параметр) детали 
задан  

 

0η η≤ ,                     (6) 

 
то допуски 1ξ  и 2ξ на входные параметры 

должны удовлетворять неравенству: 
 

2 2 2 2 2
1 1 2 2 0a ξ a ξ η+ ≤ .           (7) 

 
Кроме того, по определению 
  

1ξ 0> , 2ξ 0> .            (8) 

 
Уравнение (4) геометрически выража-

ет конус, вершина которого находится в 
начале координат, а ось симметрии сов-
падает с осью η  (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1 
 
Установление допуска на выходной 

параметр с геометрической точки зрения 

означает задание плоскости 0η η= , па-

раллельной плоскости ( 1ξ , 2ξ ) входных 

параметров. Нахождение точки ( 1ξ , 2ξ , 
η ) внутри области D, определяющей со-
бой четверть конуса (ОСDЕ), удовлетво-

ряет заданной точности обработки и 
обеспечивает допуск на входные пара-
метры. 

Неравенства (7) и (8) определяют не-
которую область G на плоскости ( 1ξ , 2ξ ) 

ограниченную осями координат и четвер-
тью эллипса (рис. 2), имеющего уравне-
ние 

 
2 2 2 2 2
1 1 2 2 0a ξ a ξ η+ = .         (9) 

 

 
 

Рис. 2 
 

Эта область является областью каче-
ства или допустимых значений парамет-
ров, поскольку нахождение входных па-
раметров внутри области G обеспечивает 
заданную точность обработки. И, наобо-
рот, если значения входных параметров 
лежат вне четверти эллипса, то требуемая 
точность не обеспечивается, и, следова-
тельно, будет брак. 

Впишем в область G прямоугольник 
ОАРВ так, чтобы его стороны были па-
раллельны осям координат 1ξ , 2ξ , а 
вершина Р, лежащая против начала коор-
динат, принадлежала кривой (9). Точку Р 
будем определять так, чтобы в этой точке 
функция стоимости (5) достигла наи-
меньшего значения в области G. Так как 
функция (9) нигде не имеет нулевых ча-
стных производных, минимум ее достига-
ется на границе области. На осях коорди-
нат эта функция бесконечно велика, по-
этому ее минимум достигается в области 
G на кривой (дуге эллипса) (9), ограничи-
вающей данную область. 

Определим координаты точки Р, при-
надлежащей кривой (9), в которой функ-
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ция стоимости (5) достигает наименьшего 
значения. Эта задача на условный экс-
тремум и решается с помощью метода 

неопределенных множителей Лагранжа. 
Применив этот метод, введем вспомога-
тельную функцию: 

 

( )2 2 2 2 21 2
1 2 1 1 2 2 0α α

1 2

B BФ A A λ a ξ a ξ η
ξ ξ

= + + + + + − .                              (10) 

 
Дифференцируя выражения (10) по 1ξ  

и 2ξ , получим 

 

21
1 1α 1

1

22
2 2α 1

2 2

αBdФ
2λа ξ ,

dξ ξ
αВdФ

2λа ξ .
dξ ξ

+

+

⎫= − + ⎪
⎪
⎬
⎪= − +
⎪⎭

      (11) 

 
Приравнивая производные (11) нулю, 

составим вместе с выражением (9) систе-
му трех уравнений с тремя неизвестными 
λ, ξ1 и ξ2:  

2 2 2 2 2
1 1 2 2 0

21
1 1α 1

1

22
2 2α 1

2

a ξ a ξ η ,

αB
2λа ξ 0,

ξ
αВ

2λа ξ 0.
ξ

+

+

⎫
⎪

+ = ⎪
⎪⎪− + = ⎬
⎪
⎪

− + = ⎪
⎪⎭

        (12) 

 
Решив эту систему, найдем координа-

ты точки Р, которые определяют опти-
мальные допуски на выходные параметры 

1ξ  и 2ξ : 

 
1

α 2
0 1

1 1/2 22а 2а 2а 2а 1
α 2 α 2 α 2 α 2
1 1 2 2

1

α 2
0 2

2 1/2 22α 2α 2α 2α 2
α 2 α 2 α 2 α 2
1 1 2 2

η Вξ ,
а

В а В а

η Вξ .
а

В а В а

+

+ + + +

+

+ + + +

⎫
⎛ ⎞ ⎪

= ⎜ ⎟ ⎪⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠ ⎪
⎢ ⎥+ ⎪
⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎪

⎬
⎪⎛ ⎞ ⎪= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪⎡ ⎤ ⎝ ⎠ ⎪⎢ ⎥+ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

 (13) 

 
 
 

Таким образом, определение допусков 
на выходные технологические параметры 
ξ1 и ξ2 с геометрической точки зрения 
можно трактовать как построение впи-
санного в область G   прямоугольника 
ОАРВ, в вершине Р которого себестои-
мость обработки (5) достигает наимень-
шего значения. Координаты (13) верши-
ны прямоугольника определяют допуски 
на каждый входной параметр в отдельно-
сти. 

Рассмотрим теперь случай оптимиза-
ции допусков при произвольном конеч-
ном числе независимых входных пара-
метров и одном выходном точном пара-
метре. При наличии n выходных парамет-
ров уравнение полей рассеяния на осно-
вании (9) принимает вид: 

 
2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 2 2 n nη a ξ a ξ ... а ξ= + + + .    (14) 

 
Ограничения на входные технологи-

ческие параметры задаются неравенства-
ми: 

  
2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n n 0

1 2 3 n

a ξ a ξ ... а ξ η ,

ξ 0,ξ 0,ξ 0,...ξ 0.

⎫+ + + ≥ ⎪
⎬

> > > > ⎪⎭
    (15) 

  
Эти неравенства изображают некото-

рую область G в n-мерном пространстве 
переменных ξi, ограниченную координа-
тами гиперплоскостями и поверхностью 
гиперэллипсоида, имеющего уравнение: 

 
2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 n n 0a ξ a ξ ... а ξ η+ + + = .    (16) 

 
Функция стоимости, подлежащая ми-

нимизации, имеет вид: 
 



№ 7 (328) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2010 59

n
j

j α
jj 1

B
S A

ξ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .          (17) 

 
В рассматриваемом случае задача оп-

тимизации допусков сводиться к нахож-
дению ξ1, ξ2, … ξn, удовлетворяющих не-
равенством (15), при которых себестои-
мость обработки (17) принимает наи-
меньшее значение.  

С этой целью составим функцию Ла-
гранжа: 

  
n n

j 2 2 2
j 0 j jα

jj 1 j 1

B
Ф А λ η a ξ .

ξ= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= + + − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

 
Тогда условия оптимума запишем в 

виде: 
 

( )j 2
j jα 1

j

n
2 2 2
j j 0

j 1

αB
2λа ξ 0 j 1,2,...,n ,

ξ

a ξ η .

+

=

⎫
− + = = ⎪

⎪
⎬
⎪= ⎪
⎭

∑
    (18) 

 
Откуда найдем оптимальное значение 

допусков на выходные параметры загото-
вок и технологической системы, при ко-
торых достигается наименьшее значение 
функции стоимости обработки: 

 

( )

1

α 2
j0

j 22 2n j
α 2 α 2
k k

k 1

Bηξ j 1,2,...,n .
a

B a

+

+ +

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

 (19) 

Формула (19) для произвольного чис-
ла независимых входных технологиче-
ских параметров обобщает результат 
формулы (13). Аналогично решается за-
дача оптимизации допусков для зависи-
мых параметров, которая не имеет анали-
тического решения и может быть решена 
только численными методами. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
Получены расчетные формулы для 

нахождения оптимальных допусков на 
параметры технологического процесса 
механической обработки деталей.  

Геометрически это означает построе-
ние гиперпараллелепипеда, вписанного в 
область G с вершиной, лежащей на по-
верхности (16) и определяемой координа-
тами (19), в которой функция себестои-
мости технологической обработки (17) 
минимальна. 
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