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В настоящее время общепризнанным в 

теории нелинейно-наследственной вязко-
упругости полимеров считается физиче-
ский подход, основанный на идее Алек-
сандрова-Гуревича [1] учета активирую-
щего влияния приложенного напряжения 
или деформации на ускорение деформаци-
онных процессов. Основой же построения 
математических моделей нелинейно-
наследственной вязкоупругости является 
принцип Больцмана [2] суперпозиции от-
кликов на предысторию деформирования, 
аналитически выраженный в интегральных 
соотношениях Больцмана-Вольтерра [3].  

Так, нелинейно-наследственной релак-
сации соответствует определяющее инте-
гральное уравнение 
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где t  – время; tε  – деформация; tσ  – на-
пряжение; oE  – модуль упругости; E∞  – 
модуль вязкоупругости; tε′ϕ  – ядро релак-
сации. 

Аналогичное определяющее уравнение 
соответствует нелинейно-наследственной 
ползучести: 
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где oD  – начальная упругая податливость; 

D∞  – предельно-равновесная податли-
вость; tσ′ϕ  – ядро запаздывания. 

В качестве релаксационной функции 
tεϕ  и функции запаздывания tσϕ  выбира-

ется, как правило, одна из следующих 
функций [4]: 
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– интеграл вероятностей (ИВ), характери-
зующий нормальное распределение; 
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– степенная функция или гиперболический 
тангенс (ГТ); 
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– функция Кольрауша (ФК), график кото-
рой не обладает свойством симметрии, в 
отличие от ИВ и ГТ, но имеющая более 
простой аналитический вид (здесь na , A , 
k  – параметры интенсивности процессов 
релаксации или ползучести, t τ  – приве-
денное время). 

Кроме указанных функций для прогно-



№ 5 (293) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2006 22

зирования нелинейно-наследственной вяз-
коупругости применяется нормированный 
арктангенс логарифма приведенного вре-
мени (НАЛ) [5]: 
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,         (6) 

 
где nb  – структурный параметр интенсив-
ности процесса релаксации или ползуче-
сти, характеризующий скорость процесса. 

Следует заметить, что функции НАЛ 
соответствует распределение Коши, обла-
дающее важным свойством: среднее ариф-
метическое случайных величин, распреде-
ленных по нормированному закону Коши, 

также распределено по нормированному 
закону Коши.  

Данное обстоятельство оправдывает 
выбор функций релаксации и запаздыва-
ния (6) в качестве основы математической 
модели вязкоупругости текстильных мате-
риалов, так как любой текстильный мате-
риал представляет собой сложную макро-
структуру, состоящую из более простых 
элементов (нитей, волокон, макромолекул 
и т.д.). Следовательно, спектры релаксации 
и запаздывания представляют собой сумму 
элементарных спектров, соответствующих 
более простым элементам, распределен-
ных также по закону Коши. 

 

 
 

Рис. 1 
 
Графики приведенных функций релак-

сации и запаздывания приведены на рис. 1. 
Наличие нескольких математических 

моделей, использующих разные функции 
релаксации и запаздывания, также оправ-
дано, так как позволяет получать не зави-
сящие друг от друга результаты прогнози-
рования деформационных процессов. Вяз-
коупругие характеристики, полученные 
усреднением деформационных характери-
стик, определенных с помощью различных 
методов, обладают большей степенью дос-
товерности, чем характеристики, получен-
ные по одному методу. 

При аппроксимации процессов релак-
сации и ползучести нормированными 
функциями возникает вопрос о правомер-
ности такого подхода.  

Ответ на данный вопрос  дают крите-
рии правдоподобия [6], применение кото-
рых позволяет оценить значение относи-

тельной погрешности такой аппроксима-
ции. Компьютеризация указанных крите-
риев позволяет получить наглядное сред-
ство подтверждения достоверности рас-
считанных вязкоупругих характеристик. 

Аналитическую взаимосвязь модуля 
релаксации и податливости получаем из 
уравнения нелинейно-наследственной ре-
лаксации (1) при σ = const: 
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где ( )( )t t 1E E ln t tε ε′ = ∂ ∂ . 

Аналогично из уравнения нелинейно-
наследственной      ползучести    (2)    при  
ε =const получаем 
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t
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где ( )( )t t 1D E ln t tσ σ′ = ∂ ∂ .Чем удачнее 
выбор интегральных ядер, тем меньше от-
клонение левых частей (7) и (8) от "едини-
цы". 

Данные соотношения можно рассмат-
ривать как интегральные критерии соот-
ветствия модуля релаксации и податливо-
сти, а следовательно, и остальных вязко-
упругих характеристик.  

В качестве образца, на котором опробо-
вались приведенные критерии (7), (8), пред-
лагается многокомпонентная пряжа, полу-
ченная кольцевым прядением на кафедре 
механической технологии волокнистых ма-
териалов СПбГУТД (хлопок 30%, лен 20%, 
лавсан 50%, линейная плотность 29 текс, 
разрывное напряжение р 225МПаσ = , раз-

рывная деформация р 14 %ε = ) [7]. 
Графическая интерпретация критериев 

(7), (8) является наглядным средством наи-
лучшего выбора интегральных ядер релак-
сации и запаздывания из числа предло-
женных. Обозначая 
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приведем результаты применения крите-
риев (7)–(а), (8)–(b) к многокомпонентной 
пряже (рис.2 – Т=20°), полученные для ин-
тегральных ядер, соответствующих функ-
ции НАЛ, и аналогичные результаты для 
ядер, соответствующих интегралу вероят-
ностей (рис.3 – (7)–(а), (8)–(б); Т = 20°).  

 

            

                
 

Рис. 2                                                                                     Рис. 3 
 

Данные результаты визуально показы-
вают преимущества первой из них при мо-
делировании деформационных свойств 
рассматриваемой пряжи.  

Интегральные критерии (7), (8) можно 

рассматривать так же, как критерии опти-
мального выбора математической модели 
вязкоупругости текстильных материалов: 
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t
E D D E d 1 mino t ;t0

′+ θ − →∫σ σθ ε −θ
,     (11) 

t

0

D E E E D' d 1 min.o t ;tεθ+ θ − →ε εθ σ −θ∫      (12) 

 
Критерии оптимальности выбора мате-

матической модели вязкоупругости (11), 
(12) можно использовать для численного 
решения задачи о резольвенте интеграль-
ных уравнений (7), (8), то есть задачи на-
хождения оптимального ядра релаксации 
по заданному ядру запаздывания и, наобо-
рот, нахождению оптимального ядра за-
паздывания по заданному ядру релакса-
ции. Данная задача решена в аналитиче-
ском виде только для случая линейной 
вязкоупругости [8].  

Сложность решения указанной задачи 
при нелинейности вязкоупругих свойств 
текстильных материалов объясняется не-
обходимостью учета активирующего 
влияния приложенной деформации и на-
грузки на времена релаксации и запазды-
вания. Указанное влияние зависит от мно-
гих факторов – компонентного состава, 
внутренней структуры текстильных мате-
риалов, температуры и т.д.  

Учет активирующего влияния дефор-
мации и нагрузки на ускорение процессов 
релаксации и ползучести возможен только 
системной обработкой экспериментальных 
данных, что реально возможно благодаря 
компьютеризации вычислительных мето-
дик. 

В силу сказанного аналитическое ре-
шение задачи о резольвенте определяюще-
го интегрального уравнения нелинейно-
наследственной релаксации и нелинейно-
наследственной ползучести, то есть нахо-
ждение ядра релаксации по ядру запазды-
вания и наоборот, затруднено. Однако, 
применяя интегральный критерий правдо-
подобия нелинейно-наследственной релак-
сации (7) или нелинейно-наследственной 
ползучести (8), по заданному интеграль-
ному ядру релаксации можно численно 
рассчитать интегральное ядро запаздыва-
ния и обратно. Критерием расчета служат 
условия минимизации (11), (12). 

Критерии оптимальности (11), (12) с 

уровнем значимости t 0,05σα ≤ , t 0,05εα ≤  

(где ( )( )t ln tσ σα = χ τ , ( )( )t ln tε εα = χ τ ) 
применялись к ядрам релаксации и запаз-
дывания многокомпонентной пряжи, за-
данным в виде функции НАЛ.  

При этом было получено численное об-
ращение нормированной функции релак-
сации tεϕ  и запаздывания tσϕ . Пример 
обращения функции релаксации tεϕ  в ви-
де НАЛ для многокомпонентной пряжи 
приведен на рис.4 (Т = 20°). 

 

 
 

Рис.4 
 

Как видно из приведенного примера, 
график расчетной функции запаздывания 
имеют форму, близкую к форме графика 
функции НАЛ. Данное обстоятельство по-
зволяет сделать еще один вывод о право-
мочности выбора функции НАЛ в качестве 
основы математической модели. Обращая 
функции релаксации и запаздывания, со-
ответствующие другим нормированным 
функциям, можно отобрать ту из них, ко-
торая наилучшим образом подходит для 
моделирования деформационных свойств 
текстильных материалов. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
1. Получен метод численного решения 

задачи о резольвенте определяющих инте-
гральных уравнений релаксации и ползу-
чести для случая нелинейности вязкоупру-
гих свойств текстильных материалов.  

2. Численное обращение интегральных 
ядер релаксации и запаздывания, а также 
соответствующих им нормированных 
функций в виде нормированного арктан-
генса логарифма приведенного времени 
для многокомпонентной пряжи позволяет 
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сделать вывод о правильности выбора 
данной функции в качестве основы модели 
вязкоупругих свойств. 

3. Сформулированы   критерии   опти-
мальности выбора математической модели 
вязкоупругости текстильных материалов.  
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