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(Казанский государственный технологический университет, 

Казанская архитектурно-строительная академия) 
 

В настоящей статье исследуются мето-
дики экспериментального определения ме-
ханических характеристик и расчета де-
формирования текстильных материалов 
под  воздействием внешних нагрузок. 

Вначале рассмотрим методику экспе-
риментального определения механических 
характеристик ткани. 

 

 
 

Рис. 1 
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Возьмем элемент ткани прямоугольной 

формы (рис. 1), направления основы и утка 
у него параллельны краям элемента. В 
дальнейшем под направлением 1 будем 
понимать направление основы, а под на-
правлением 2 – направление утка.  

На выделенный элемент ткани дейст-
вуют погонные силы N11, N22, N12 , которые 
вызывают возникновения линейных де-
формаций ε11, ε22 и сдвига γ12. Зависимость 
между погонными силами и деформация-
ми представляется в следующем виде [1] : 

 
{N}= [D] {ε} или {ε}= [S] {N}.     (1) 

 
Здесь {N} = { N11 , N22 , N12}т, {ε}= 
={ ε11 , ε22 , γ12}т ,  
 

[D] =
11 12

12 22

33

D D 0
D D 0

0 0 D

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

(2) 

[S] = 
11 12

12 22

33

S S 0
S S 0
0 0 S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Коэффициенты матрицы [D] называют-

ся жесткостными характеристиками мате-
риала, коэффициенты матрицы [S] – ха-
рактеристиками податливости. Матрица 
[D] может быть выражена через [S] и на-
оборот. 

Отметим, что при применении пакетов 
прикладных программ нужно задавать 
толщину h ткани и механические характе-
ристики материала: Е1 – модуль упругости 
в направлении основы; Е2 –модуль упруго-
сти в направлении утка; G12 – модуль 
сдвига; ν12 –коэффициент Пуассона. Эти 
величины могут быть вычислены через ко-
эффициенты Dij, по формулам: 

 
ν12 = D12 /D11,  ν21 = D12 /D22, 

Е1 = D11 (1- ν12 ν21) / h,          (3) 
Е2 = D22 (1- ν12 ν21)/ h, G12 = D33 / h. 

 
При этом должно выполняться равен-

ство  

 
1 12 2 21E Eμ = μ . 

 
Поскольку при расчете по формулам (1) 

толщина не используется, то при вычисле-
нии Е1, Е2, G12, ν12 и при применении этих 
величин в пакетах прикладных программ 
можно задавать любое значение для h. В 
дальнейшем будем принимать h =1. 

Определение механических характери-
стик ijD  можно осуществлять непосредст-
венно с использованием уравнений (1) и 
ряда экспериментальных данных. Изло-
жим методику нахождения ijD  по этапам. 

Этап 1. Проводится первая серия из n  
экспериментов на растяжение вдоль осно-
вы ткани. Обозначим через iP – силу рас-
тяжения, действующую вдоль основы (ин-
декс i означает, что параметр относится к 
эксперименту с номером i); ia , iaΔ  – соот-
ветственно размер и изменение длины об-
разца в направлении основы; ib , ibΔ  – 
размер и изменение длины образца в на-
правлении утка.  

Относительные удлинения вдоль утка и 
основы вычисляются по формулам:  

 
(1) (1)

i i i i i i11 22( ) a / a , ( ) b / bε = Δ ε = −Δ . 
 
В этом случае индекс 1 в скобках озна-

чает, что величины получены из первой 
серии экспериментов, в которых полага-
лось (1) (1)

i i i i11 22(N ) P / b , (N ) 0= = . 
Для определения 11 12 22D ,D ,D необхо-

димо найти осредненные величины удли-
нений и погонных сил в каждой серии экс-
периментов, то есть следует перейти к 
нормированным параметрам.  

В качестве нормирующей величины в 
каждом эксперименте с номером i выберем 
погонную силу (1)

i11(N ) . В этом случае ос-
редненные относительные удлинения и 
погонные силы вычисляются по форму-
лам: 
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(1) (1) (1)
(1) 1 2 n11 11 11
11 (1) (1) (1)

1 2 n11 11 11

( ) ( ) ( )1 [ .... ]
n (N ) (N ) (N )

ε ε ε
ε = + + + ,  

(1) (1) (1)
(1) 1 2 n22 22 22
22 (1) (1) (1)

1 2 n11 11 11

( ) ( ) ( )1 [ .... ]
n (N ) (N ) (N )

ε ε ε
ε = + + + , 

(1)
11N 1= , (1)

22N 0.=  
 

Подставляя в эти формулы выражения 
(1) (1) (1)

i i i11 22 11( ) , ( ) , (N )ε ε , получим: 
 

(1) 1 1 2 2 n n
11

1 1 2 2 n n

a b a b a b1 ( ... )
n a P a P a P

Δ Δ Δ
ε = + + + , 

(1) 1 1 2 2
22

1 1 2 2

n n 1 n

n n i n

b b b b1 ( ...
n b P b P

b b b b1) ( ... ).
b P n P P

Δ Δ
ε = − + +

Δ Δ Δ
+ = − + +

      (4) 

 
Этап 2. Проводится вторая серия из m  

экспериментов на растяжение силами iF  
вдоль утка. Экспериментально определя-
ются средние значения относительных уд-
линений вдоль основы и утка. Вычисления 
удлинений проводят по формулам, анало-
гичным (4): 

 
(2) 1 m
11

1 m

a a1 ( ... )
m F F

Δ Δ
ε = − + + , 

(5) 
(2) 1 1 m m
22

1 1 m m

b a b a1 ( ... )
m b F b F

Δ Δ
ε = + + , 

 
(2)
22N = 1,  (2)

11N 0.=                 (6) 
 
Этап 3. Для каждой серии эксперимен-

тов зависимость между погонными силами 
и деформациями (1) представляется в сле-
дующем виде: 

 
(1) (1) (1) (1)

11 12 12 2211 22 11 22
(2) (2) (2) (2)

11 12 12 2211 22 11 22

D D 1, D D 0,

D D 0, D D 1.

ε + ε = ε + ε =

ε + ε = ε + ε =
 (7) 

  
В векторно-матричной форме система 

уравнений (7) имеет вид: 
 

[B]{D} {C}= ,               (8) 

где 
(1) (1)
11 22

(1) (1)
22 11

(2) (2)
11 22

(2) (2)
22 11

0

0
[B]

0

0

⎡ ⎤ε ε
⎢ ⎥
⎢ ⎥ε ε

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥ε ε
⎢ ⎥

ε ε⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

11

22

12

D
{D} D

D

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

,                   (9) 

1
0

{C}
0
1

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

 
Поскольку система уравнений (8) явля-

ется переопределенной, то для определе-
ния 11 12 22D ,D ,D  используется метод наи-
меньших. Из условия минимума квадра-
тичной невязки системы (8) получаем: 

 
[A]{D} {G}= ,              (10) 

 
где*  T T[B] [B]{D} [B] {C}= . 

Решая систему уравнений (10), находим 
11 12 22D ,D ,D . 
Этап 4. Для определения жесткости на 

сдвиг 33D  необходимо провести серию k  
экспериментов на растяжение силами R1, 
R2, …, Rk образцов, вырезанных под углом 

45ϕ = o  к основе. Оси координат ох, оу вы-
бираются параллельно краям образца тка-
ни. Все параметры с индексами x, y  далее 
отмечаются волнистой линией над буква-
ми. 

Определяется нормированное среднее 
значение относительного удлинения xε%  в 
направлении действия сил R1, R2, …, Rk: 

 
1 1 2 2 k k

xx
1 1 2 2 k k

c d c d c d1 ( ... )
k c R c R c R

Δ Δ Δ
ε = + + +% .   (11) 

 
Для нормированных погонных сил 

xx yy xyN , N , N% % %  аналогично, как и на преды-
дущих этапах, полагаем: 
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yy xx xyN 0, N 1, N 0= = =% % % .      (12) 
 
Второе из уравнений (1) принимает 

вид:  
{ } [S]{N}ε = % %% .                (13) 

 
Матрица[S]%  связана с [S] следующим 

соотношением: 
 

T[S] [H][S][H]=% ,           (14) 
 

где   

2 2

2 2

cos sin sin2 / 2

[H] sin cos sin2 / 2
sin2 sin2 cos2

⎡ ⎤ϕ ϕ − ϕ
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ϕ ϕ ϕ
⎢ ⎥ϕ − ϕ ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Подставляя в уравнение (13) значения 
вектора {N}%  (12) и значение xхε% , по соот-
ношению (11) получим уравнение: 

 

хx 11Sε = %% .                (15) 
 

Коэффициенты 11 12 22S ,S ,S  матрицы [S] 
(2) вычисляются по значениям 

11 12 22D ,D ,D . Следовательно, неизвестным 
в равенстве (15) является только коэффи-
циент 33 33S 1/ D= .  

Таким образом, соотношение (15) явля-
ется уравнением с одним неизвестным от-
носительно 33S . Решая это уравнение, по-
лучаем: 

 
33 хx 11 22 12D 1/(4 S 2S 2S )= ε − − −% .     (16) 

 
Рассмотрим случай, когда в экспери-

менте можно осуществлять деформацию 
образца только строго параллельно краям, 
вдоль линии действия растягивающей си-
лы, то есть скашивание образца. В этом 
случае xy 0γ =% , а xyN 0≠ . Для вычисления 

xyN используем условие xy 0γ =% .  
С учетом (13) получаем: 
 

xy 13 xx 23 yy 33 xyS N S N S N 0γ = + + =% %% % %% .  (17) 
 
В рассматриваемом случае yyN 0,=%  

xxN 1=% , поэтому из (17) следует 
 

xy 13 33N S / S= −% %% . 
 
Подставляя величины xxN 1,=%  

yyN 0,=  xy 13 33N S / S= −% %%  в выражение 
(14), получаем соотношения для определе-
ния 33D :  

 
2

11 33 13 хx 33S S (S ) S 0− −ε =% % % %% . 
 
Решение этого уравнения: 

 

33 11 22 12 11 22 12 11 22 12 xxD 1/(3S 3S 2S 2 S S 2S 3S 3S 2S 4 )= + − + + − + + − ε%  
 

.Отметим, что полученное  выражение 
33D  справедливо только для случая 

ϕ = 45o . 
Далее рассмотрим математическую мо-

дель и расчет деформирования ткани.  
Для определения деформаций и напря-

жений в ткани применялся метод конеч-
ных элементов (МКЭ). В нашей работе ис-
пользовался шестиузловой треугольный 
элемент второго порядка и iL  координаты 
[2]. Разработан пакет программ, 
основанный на МКЭ, и алгоритмического 
языка Fortran Power Station. Визуализация 

результатов и построения графиков вы-
полнены с применением прикладного 
пакета Mathematica 4.0. 

При расчетах использовался принцип 
Лагранжа, который в матричной форме 
можно записать в виде 

 
T Td p u

Ω ω

σ δε Ω = δ∫ ∫ . 

 
Здесь Ω – область, занимаемая образ-

цом ткани; ω – ее граница; р – вектор сил, 
приложенных на этой границе; δε – вариа-
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ция вектора деформаций; δu – вариация 
вектора перемещений.  

Из этого принципа получается уравне-
ние 

 
[K]{U} {P}= ,                   (18) 

 
где [K]  – глобальная матрица жесткости; 
{U} – вектор узловых перемещений; {P}– 
вектор внешних узловых сил.  
 

 
 

Рис. 2 

Поле перемещений позволяет найти в 
теле распределение поля деформаций, а 
затем – поле напряжений. Матрица [K]  
составляется из матриц жесткостей от-
дельных элементов: 

 
Tm[K ] [B] [D][B]dV

Δ

= ∫∫∫ .            (19) 

 
В рассматриваемом случае  
 

[B] [Q][M]= ,             (20) 
 

где 

T
0

x y
[Q]

0
y x

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=

∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

, 

 

 
1 1 1 3 3 3 3 5 5 5 5 1

1 1 1 3 3 3 3 5 5 5 5 1

(2L 1)L 0 4L L 0 (2L 1)L 0 4L L 0 (2L 1)L 0 4L L 0
[M]

0 (2L 1)L 0 4L L 0 (2L 1)L 0 4L L 0 (2L 1)L 0 4L L
− − −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦
. 

 
Здесь iL  являются координатные пере-

менные [2].  
 

В Ы В О Д Ы 
 

1. Отметим, что отличительной особен-
ностью деформирования ткани является ее 
различная реакция на воздействие растяги-
вающих и сжимающих напряжений (ткань 
относится к материалам, практически не 
воспринимающим сжимающие напряже-
ния). Возникающие в материалах напря-
жения сжатия должны быть очень малыми.  
С учетом этой особенности методика рас-
чета  тканых материалов существенно от-
личается от методик, используемых в 
классической теории упругости [3].  

2. Для учета того, что в материале не 
может возникать сжимающих напряжений, 
сравнимых по величине с растягивающи-
ми, использовался следующий подход. 
Расчет проводился методом последова-
тельных приближений. На первой итера-
ции считалось, что механические характе-

ристики ткани одинаковы во всей области. 
После определения напряженно-деформи-
рованного состояния в точках возникнове-
ния сжимающих напряжений модуль упру-
гости в направлении сжатия уменьшался в 
1000 раз, то есть в 1000 раз уменьшались 
напряжения сжатия и расчет  напряженно-
деформированного состояния повторялся. 
Указанная итерационная процедура ис-
пользовалась до установления неизменно-
го напряженно-деформированного состоя-
ния, в котором сжимающие напряжения в 
1000 раз меньше, чем растягивающие. 

3. Для  проверки   правильности 
разработанных программ был решен ряд 
тестовых задач. Опробованы различные 
способы разбиения области решения. 
Отличие полученных при решении задач 
данных от известных составляло менее 2%. 

В качестве иллюстрации картины де-
формирования на рис. 2 представлен вид 
растянутого образа ткани (основа под уг-
лом α=60° к оси x). 
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