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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ ВАЛЬЦА МЯЛЬНОЙ ПАРЫ  
С УЧЕТОМ НЕОДНОРОДНОСТИ ВОЛОКНИСТОГО СЛОЯ 

 
С.Е.МАЯНСКИЙ 

 
(Костромской государственный технологический университет) 

 
В работе [1] исследуются колебания 

верхнего вальца мяльной пары с использо-
ванием модели с одной степенью свободы, 
представляющей собой тело, взаимодейст-
вующее с двумя пружинами, одна из кото-
рых имитирует стеблевый волокнистый 
слой. При этом отмечается, что суммарное 
воздействие неровностей слоя по длине 
вальца заменяется одной обобщенной си-
лой и неровности слоя по ширине в данной 
модели не учитываются никаким образом. 

Для учета влияния переменной жестко-
сти волокнистого слоя по ширине в мяль-
ной паре мяльной машины на свободные 
колебания системы верхний валец – слой 
представим слой в виде n-го числа пружин 
с различными коэффициентами жесткости: 
Ссл.1; Ссл.2; ...Ссл.n (рис.1 – модель мяльной 
пары). 

 

 
Рис. 1  

 
 

Рис. 2 
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Предварительно исследуем свободные 
колебания данной системы, имитируя слой 
тремя пружинами (рис.2 – расчетная мо-
дель свободных колебаний системы валец 
– слой). 

Модель представляет собой цилиндр, 
установленный на пружинах растяжения-
сжатия с приведенными жесткостями С1 и 
С2; масса цилиндра – m; длина – L; радиус 
– г; центр масс С цилиндра находится в его 
середине.  

С цилиндром взаимодействуют три не-
весомые пружины с приведенными жест-
костями Ссл.1; Ссл.2; Ссл.3, расположенные 
на расстояниях x1, x2 и х3 от левой кромки 
слоя (торца цилиндра). 

На цилиндр действуют сила тяжести 
m g  и реакции пружин. 

В данной модели, как и в [1], принято, 
что толщина слоя превышает величину за-
зора в поле мятья. 

При различной жесткости пружин ци-
линдр, при выводе его из состояния равно-
весия, будет совершать не только верти-
кальные колебания вдоль оси у, но и угло-
вые колебания относительно т. С в верти-
кальной плоскости – рис.2-б. 

За  обобщенные  координаты  примем: 
q1 = y; q2 = ϕ – поступательное перемеще-
ние центра масс и угол поворота оси ци-
линдра относительно центра масс в верти-
кальной плоскости. 

Уравнения Лагранжа II рода запишутся 
так: 

 
d T T П
dt y y y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠&
,             (1) 

d T T П
dt
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− = −⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ⎝ ⎠&
.             (2) 

 
 
Кинетическая энергия цилиндра равна: 
 

22
cJmyT

2 2
ϕ

= +
&&

,                 (3) 

 
где Jc – момент инерции цилиндра относи-
тельно горизонтальной оси z, проходящей 
через т.С перпендикулярно плоскости ху. 
Для однородного  цилиндра длиной L, ра-
диусом г и массой m имеем 
 

2 2

c
L rJ m
12 4
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Потенциальная энергия системы состо-

ит из потенциальной энергии силы тяже-
сти m g  и сил упругости пружин: 

 
П = Пmg + Ппр.               (4) 

 
Потенциальная энергия силы тяжести: 
 

Пmg = mgy.                   (5) 
 
Потенциальная энергия пружин равна: 

 
2 2 2 2 2 2

пр 1 1 1 ст 2 2 2 ст сл.1 сл.1 сл.1 ст

2 2 2 2
сл.2 сл.2 сл.2 ст сл.3 сл.3 сл.3 ст

1 1 1 1 1 1П C y C y C y C y C y C y
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1C y C y C y C y , (6)
2 2 2 2

= − + − + − +

+ − + −
 

 
 
где yст – статическая деформация пружин 
под действием силы тяжести; y1; y2; yсл.1; 
yсл.2; yсл.3 – перемещения концов пружин 

при выводе цилиндра из состояния равно-
весия на расстояние у.  

Из рис.2-б следует:
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1 ст

2 ст

сл.1 1 ст

сл.2 2 ст

сл.3 3 ст

Ly y y ,
2
Ly y y ,
2

Ly y x y ,
2
Ly y x y ,
2
Ly y x y .
2

⎫
⎪= + ϕ+
⎪
⎪

= − ϕ+ ⎪
⎪
⎪⎛ ⎞= + − ϕ+ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪
⎪⎛ ⎞= + − ϕ+ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪
⎪⎛ ⎞= + − ϕ+ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎭

    (7) 

С учетом (5), (6) и (7), после соответст-
вующих преобразований, выражение для 
вычисления потенциальной энергии при-
мет вид: 

 
 
 

 
2

1 2 сл.1 сл.2 сл.3

2 2 22 2
21 2

сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

1 2
сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

ст 1 2 сл

1П mgy (C C C C C )y
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2 4 4 2 2 2

C L C L L L LC x C x C x y
2 2 2 2 2

yy (С С С
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⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + − ϕ+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
+ + + .1 сл.2 сл.3 ст

1 2
сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

С С ) y

C L C L L L LC x C x C x . (8)
2 2 2 2 2

+ + +ϕ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Найдем частные дифференциалы от (8): 
 

1 2 сл.1 сл.2 сл.3

1 2
сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

ст 1 2 сл.1 сл.2 сл.3

П mg y(C C C C C )
y

C L C L L L LC x C x C x
2 2 2 2 2

y (C C C C C ), (9)

∂
= + + + + + +

∂

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ϕ − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
+ + + + +

 

 
2 2 22 2

1 2
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1 2
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1 2
ст сл.1 1 сл.2 2 сл
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2 2 2 2 2

C L C L L Ly C x C x C
2 2 2 2

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ + + − + − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.3 3
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2

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Найдем члены, соответствующие статистическому равновесию системы из условий: 
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y 0
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0
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y
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=

⎫⎛ ⎞∂
= ⎪⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪⎪

⎬
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                                                                  (11) 

 
Из выражений (9) и (10) получим: 
 

ст 1 2 сл.1 сл.2 сл.30 mg y (C C C C C )= + + + + + ,                                      (12) 

1 2
cт сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

C L C L L L L0 y C x C x C x
2 2 2 2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
.                   (13) 

 
Исключая из (8) члены, соответствую-

щие статистическому равновесию систе-
мы, находим значение полной потенциаль-
ной энергии: 

 
2

1 2 сл.1 сл.2 сл.3

2 2 22 2
2 1 2
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Вычислим частные дифференциалы от 

(14): 
 

1 2 сл.1 сл.2 сл.3
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П y(C C C C C )
y
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2 2 2 2 2

∂
= + + + + +

∂
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2 2 22 2

1 2
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сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

П C L C L L L LC x C x C x
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⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ + + − + − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ϕ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Подставляя (3), (15) и (16) в (1) и (2), получим дифференциальные уравнения 

движения системы: 
 

1 2 сл.1 сл.2 сл.3

1 2
сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

my (C C C C C )y

C L C L L L LC x C x C x 0, (17)
2 2 2 2 2

+ + + + + +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + − ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

&&
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2 2 22 2
1 2

c сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

1 2
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C L C L L L LJ C x C x C x
4 4 2 2 2

C L C L L L LC x C x C x y 0. (18)
2 2 2 2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ + + + − + − + − ϕ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

&&

 

 
Обозначим: 
 

1 2 сл.1 сл.2 сл.3

2 2 22 2
1 2

сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

1 2
сл.1 1 сл.2 2 сл.3 3

(C C C C C ) a,

C L C L L L LC x C x C x b,
4 4 2 2 2

C L C L L L LC x C x C x e.
2 2 2 2 2

⎫
⎪+ + + + = ⎪
⎪⎡ ⎤ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − + − =⎢ ⎥ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦
⎪⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪− + − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

               (19) 

 
Очевидно, в случае представления слоя 

в виде n-го числа пружин (рис.1) получим: 
 

h

1 2 сл.i
i 1

a C C C
=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ,           (20) 

22 2 h
1 2

сл.i i
i 1

C L C L Lb C x
4 4 2=

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ,(21) 

h
1 2

сл.i i
i 1

C L C L Le C x
2 2 2=

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ .   (22) 

 
Тогда дифференциальные уравнения 

свободных колебаний системы (17) и (18) 
примут вид: 

 
my ay e 0+ + ϕ =&& ,         (23) 

cJ b ey 0ϕ+ ϕ+ =&& .         (24) 
 
Решение уравнений (23) и (24) будем 

искать в виде: 
 

1

2

y A cos(kt ),
A cos(kt ).

= +α ⎫
⎬ϕ = +α ⎭

     (25) 

 
При этом: 
 

2
1

2
2

y A k cos(kt ),

A k cos(kt ).

⎫= − +α ⎪
⎬

ϕ = − +α ⎪⎭

&&

&&
     (26) 

 
Подставляя (25) и (26) в (23) и (24), по-

лучим систему двух линейных однородных 
уравнений: 

 
2

1 2
2

1 2 c

A (a mk ) eA 0,

eA A (b J k ) 0.

⎫− + = ⎪
⎬

+ − = ⎪⎭
     (27) 

 
Условием существования отличных от 

нуля решений системы (27) является ра-
венство нулю определителя коэффициен-
тов при A1 и А2. 

Раскрывая этот определитель, прихо-
дим к уравнению частот рассматриваемой 
системы: 

 
2 2 2

c(a mk )(b J k ) e 0− − − =  
 

или 
 

2
4 2c

c c

(mb J a) (ab e )k k 0
mJ mJ
+ −

− + = .   (28) 

 
Из полученного биквадратного уравне-

ния находятся значения двух частот сво-
бодных колебаний системы: 
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2 2
c c

1,2 2 2
c c c

(mb J a) (mb J a) (ab e )k
2mJ 4m J mJ
+ + −

= ± − .                              (29) 

 
В Ы В О Д Ы 

 
1. При исследовании свободных коле-

баний вальца мяльной пары мяльной ма-
шины волокнистый слой представлен в ви-
де совокупности n-го числа пружин с раз-
личными коэффициентами жесткости. 

2. Получено уравнение для определе-
ния двух частот свободных колебаний 
вальца мяльной пары мяльной машины с 
учетом неоднородности волокнистого слоя 
по ширине. 
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