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Предложенный ранее [1] аналитиче-

ский метод определения собственных час-
тот  свободных колебаний двухвалкового 
модуля не позволяет определить весь 
спектр частот и формы свободных колеба-
ний двухвалкового модуля.  

Предлагаемый нами метод позволяет 
получить весь спектр частот, а также их 
форму по всей длине вала. 

Для решения поставленной задачи весь 
модуль разбивается на участки постоянной 
жесткости и выполняется статический рас-
чет конструкции с целью определения ко-
эффициентов упругости основания на кон-
тактирующих участках валов.  

Свободные колебания простого эле-
мента рассмотрены ранее [2].  

 

 
 

Рис. 1 
 



№ 6С (304) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2007 107

Свободные колебания парного сэндвич-
элемента (рис. 1) предлагается описывать 

системой дифференциальных уравнений в 
частных производных: 

 
 

4 4 2 2EI V / z (V V ) m V / t 0,1 1 1 2 1 1
4 4 2 2EI V / z (V V ) m V / t 0,2 2 2 1 2 2

⎧ ∂ ∂ + χ − + ∂ ∂ =⎪
⎨
⎪ ∂ ∂ + χ − + ∂ ∂ =⎩

                            (1) 

 
 
где EI1, EI2 – изгибные жесткости элемента 
нижнего и верхнего валов; m1, m2 – погон-
ные массы валов; χ  – коэффициент упру-
гости основания; V1= V1(z,t), V2= V2 (z,t) – 
функции прогибов валов. 

Разделяя переменные  по методу Фу-
рье: 

 
V1(z,t) = υ1(z)T(t), 

(2) 
V2(z,t) = υ2(z)T(t), 

 
где υ1(z) , υ2(z) – узловые перемещения 
парных элементов для нижнего и верхнего 
вала соответственно; функция T(t) удовле-
творяет   уравнению,   описывающему  гар- 
 
 

монические колебания  
 

d2T/dt2 + ω2Т=0,                 (3) 
 
где ω – частота собственных колебаний сис-
темы валов. 

Приводим систему уравнений (1) к виду: 
 
 

4 4 2
1 1 1 2 1 1

4 4 2
2 2 2 1 2 2

EI d / dz ( ) m 0,

EI d / dz ( ) m 0.

⎧ υ + χ υ − υ − υ ω =⎪
⎨

υ + χ υ − υ − υ ω =⎪⎩
(4) 

 
Для численного решения поставленной 

задачи представим функции υ1, υ2 в виде 
рядов [3]:  

2(i 1) 2(i 1)
1 1(i 1) 2 2(i 1), (i 1,2,...,n)− −

− −υ = ω υ υ = ω υ =∑ ∑ .                            (5) 
 
Подставим (5) в (4): 
 
 

2(i 1) 4 4 2(i 1) 2(i 1) 2 2(i 1)
1 1(i 1) 1(i 1) 2(i 1) 1 1(i 1)

2(i 1) 4 4 2(i 1) 2(i 1) 2 2(i 1)
2 2(i 1) 2(i 1) 1(i 1) 2 2(i 1)

EI d / dz ( ) m 0,

EI d / dz ( ) m 0.

− − − −
− − − −

− − − −
− − − −

⎧ ω υ + χ ω υ − ω υ − ω ω υ =⎪
⎨

ω υ + χ ω υ − ω υ − ω ω υ =⎪⎩

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

 (6) 

 
Чтобы уравнения (6) тождественно вы-

полнялись при любых значениях ω, необ-
ходимо сгруппировать все слагаемые, 
имеющие одинаковые множители ω2(i-1) 
(i=1,2,...,n) и приравнять их к нулю. 

Так, при удержании двух членов раз-
ложения (5) получаем систему четырех 
линейных однородных дифференциальных 
уравнений : 

 

4 4
1 10 10 20

4 4
1 20 20 10

4 4
2 11 11 21 2 10

4 4
2 21 21 11 2 20

EI d / dz ( ) 0,

EI d / dz ( ) 0,

EI d / dz ( ) m 0,

EI d / dz ( ) m 0.

⎧ υ + χ υ − υ =
⎪

υ + χ υ − υ =⎪
⎨

υ + χ υ − υ − υ =⎪
⎪

υ + χ υ − υ − υ =⎩

(7) 

 
Первые два уравнения (7) образуют не-

зависимую систему уравнений, для кото-
рых строится общее решение. Третье и 
четвертое уравнения (7) образуют систему 
неоднородных дифференциальных урав-
нений относительно функций υ11 и υ21 , в 
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которой функции υ10 и υ20 являются воз-
мущающими членами. Для этой системы 
уравнений необходимо построить частное 
решение неоднородных дифференциаль-
ных уравнений, которое зависит от вида 
частных решений однородной системы 
первого и второго дифференциальных 
уравнений (7). 

Краевые кинематические и статические 
условия представлены в [1]. 

Введем новые безразмерные перемен-
ные, связанные с функциями  V10  и  V20  и 
их производными соотношениями: 
 

 
X2i-1 = V10/ℓ0;   X2i = dX2i-1/dζ;   X2i+3 = dX2i+4/dζ; X2i+4 = Ii/I0 dX2i/dζ; 

 (8) 
X2i+7 = V20/ℓ0;   X2i+8 = dX2i+7/dζ;    X2i+11 = dX2i+12/dζ; X2i+12 = Ii/I0 dX2i+8/dζ, 

            (i =1,2) 
 

где  I0, ℓ0 – нормирующие множители. 
Уравнения (7) и (8) образуют систему 

шестнадцати дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 

 
dX/dζ = AX,                (9) 

 
где X = [X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, 
X10, X11, X12, X13, X14, X15, X16]т – вектор 
кинематических и статических начальных 
параметров. 

A= 
A1 0 

(10) 
A2 A1 

Здесь A1 – блочная матрица восьмого 
порядка, совпадающая с матрицей связи 
уравнения состояния статического равно-
весия сэндвич-элемента двухвалкового 
модуля; 0 – нулевая квадратная матрица 
восьмого порядка; A2 – квадратная матри-
ца восьмого порядка, содержащая только 
два ненулевых элемента A2 (5,1) = m1/m0 и 
A2 (7,3) = m2/m0 ; m0–нормирующий мно-
житель. 

Искомый параметр  частоты  колебаний  
 
 

валкового   модуля   выражен   в   этом 
случае   через  нормирующие  множители 
k=ω2m0ℓ0

4/(E0I0). 
Систему шестнадцати однородных 

дифференциальных уравнений первого по-
рядка (9) интегрируем последовательно 
восемь раз при различных начальных 
краевых  условиях.   Первое интегрирова-
ние   выполняем   при  начальном  векторе 
X = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)T и вось-
мой раз – X=(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)T. 

Решение задачи Коши при начальном 
векторе, содержащем лишь одну ненуле-
вую компоненту, приводит к нахождению 
в численном виде одного частного реше-
ния однородной системы дифференциаль-
ных уравнений на другом конце интервала 
интегрирования. 

Проинтегрировав систему уравнений 
восемь раз, получаем восемь линейно не-
зависимых частных решений на другом 
конце интервала интегрирования, которые 
связаны с начальными параметрами урав-
нением: 

 
 

V2 = A11 A12 + B11 B12 · V1 (11) P2 A21 A22 B21 B22 P1 
 
 
где A –матрица восьмого порядка, распо-
ложенная в левом верхнем углу, а B –
матрица восьмого порядка, расположенная 
в левом нижнем углу матрицы (16х16), по-
лученной после интегрирования системы 
уравнений. 

Представим систему (11) в виде систе-
мы двух матричных уравнений: 

 
2 11 11 1 12 12 1

2 21 21 1 22 22 1

V (A kB )V (A kB )P ,
P (A kB )V (A kB )P .

= + + +⎧
⎨ = + + +⎩

. (12) 
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Преобразуем уравнение (12) с целью 
получения уравнения состояния колебаний 
двухвалкового модуля. Для этого разре-
шим первое уравнение системы (12) отно-

сительно P1 и подставим во второе уравне-
ние (12). Объединяя в одно матричное 
уравнение, получаем уравнение состояния 
свободных колебаний : 

 
 

P1 = C11 C12 + K · D11 D12 · V1 .   (13)P2 C21 C22 D21 D22 V2 
 
 
Так как исходная система дифференци-

альных уравнений решается с точностью 
до ω2 или k, то и уравнение состояния име-
ет смысл получать с той же степенью точ-
ности. 

После получения матриц уравнения 
(13) необходимо в матрицах последова-
тельно изменить знаки элементов столбцов 
2i и строк 4+i (i=1, 2, 3, 4). 

Уравнение (13) представляет собой из-
вестную алгебраическую задачу о нахож-
дении собственных значений и векторов 
матричного уравнения типа ||F - λЕ|| = 0, 
где F=CD-1. Собственными числами явля-
ются нормирующие множители k, а соот-

ветствующие им собственные векторы оп-
ределяют формы свободных колебаний 
двухвалкового модуля. 

Предложенный алгоритм реализован в 
среде Delphi. Динамические исследования 
проведены на математической модели вал-
кового модуля отжимной машины О-180 
(рис. 2). Для проведения расчетов были 
наложены следующие условия закрепле-
ния: опорные сечения нижнего вала не 
имеют линейных перемещений, а сечения 
верхнего вала, в которых приложены силы, 
могут перемещаться в вертикальном на-
правлении. 

 
 

 
 

Рис. 2 
 

Для данной пары валов был получен 
весь спектр частот свободных колебаний 
(1-я частота – 1724 об/мин, 2-я частота - 
2025 об/мин и т.д.). Полученные результа-
ты хорошо согласуются с аналогичными 

расчетами, выполненными аналитически 
методом сканирования [1]. 

На рис. 3 представлены графики форм 
первых двух частот свободных колебаний 
парных сэндвич-элементов двухвалкового 
модуля О-180. 
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Рис. 3 

 
В Ы В О Д Ы 

 
1. Впервые разработан и реализован ал-

горитм автоматизированного численного 
расчета спектра частот и форм свободных 
колебаний валов двухвалкового модуля 
(колебания стержня на упругом основании, 
находящемся на упругом стержне). 

2. С помощью созданного программно-
го обеспечения показано влияние эластич-
ного покрытия валов на формы свободных 
колебаний рубашек валов двухвалкового 
модуля. 
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