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В работе получены системы дифференциальных уравнений в частных 

производных, позволяющие определять напряженно-деформированное со-

стояние ленты, намотанной на гладкую цилиндрическую поверхность и, в 

частности, на прямой круговой цилиндр, а также давление ленты на арми-

руемую поверхность.  

In this paper we obtain the systems of partial equations that define the strain-

stress state of the tape wound on the smooth cylindric surface and, particularly, on 

the circular cylinder, as well as the tape pressure on the reinforced surface.  
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Технологические процессы армирова-

ния труб и иных оболочек различных про-

странственных форм посредством наматы-

вания нитей и лент, изготавливаемых из 

тканых и нетканых материалов, в послед-

ние десятилетия получили широкое распро-

странение в различных отраслях промыш-

ленности. Сравнительно небольшие за-

траты на производственное оборудование и 

расходные материалы в сочетании со зна-

чительными успехами химии полимеров 

позволяют добиваться высокого качества 

армирования по различным эксплуатацион-

ным показателям выпускаемых изделий.  

Процессы прерывного и непрерывного 

наматывания нитей и лент реализуются при 

производстве композитных конструкций 

разнообразного назначения, в частности, 
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труб и емкостей для хранения и транспор-

тировки жидких и сыпучих продуктов 

(рис. 1 – трубы, произведенные с 

использованием процесса намотки 

(источник: http://frppiping.com/); рис. 2  

емкости для хранения продуктов, 

произведенные с использованием процесса 

намотки (источник: http://www.sz-

wholesaler.com/products/)).  

 

                       
 

                                                Рис. 1                                                                             Рис. 2  

 

Проблема мирового масштаба, связан-

ная со старением подземных коммуника-

ций, диктует необходимость использования 

новых материалов и технологий намотки 

при проведении ремонтных работ и созда-

нии стойкого к коррозии и иным внешним 

воздействиям обновленного трубопровод-

ного фонда.  

 

 
 

Рис. 3  
 

Самые крупные стеклопластиковые ре-

зервуары в мире емкостью 5000 м3, создан-

ные по проекту организации FEMech 

Engineering (США), также производятся с 

использованием установок вертикальной 

намотки (рис. 3 – устройство для верти-

кальной намотки при производстве оболо-

чек большого диаметра (источник: журнал 

"Reinforced plastics")). 

 

Многочисленные примеры реализации 

процессов намотки нитей и лент при созда-

нии изделий, эксплуатируемых в условиях 

различных по величине силовых воздей-

ствий, можно найти в [1]. Постоянное расши-

рение ассортимента и объемов выпуска мно-

гих видов армированных оболочек обуслов-

ливает практическую ценность научных ис-

следований, направленных на развитие мето-

дов прогнозирования их свойств и оптимиза-

ции их композиционных структур [2...6]. 

Предлагаемая работа является продол-

жением исследований группы авторов, по-

священных анализу напряженно-деформи-

рованного состояния мягких оболочек и ха-

рактера их взаимодействия с охватывае-

мыми твердыми телами [7...9]. В работе по-

лучены системы дифференциальных урав-

нений в частных производных, позволяю-

щие определять напряженно-деформиро-

ванное состояние ленты, намотанной на 

гладкую цилиндрическую поверхность и, в 

частности, на прямой круговой цилиндр, а 

также давление ленты на армируемую по-

верхность. Предполагается, что лента имеет 

сетчатую структуру с достаточно высокой 

частотой переплетения, а нити основы, иду-

щие вдоль ленты, как и поперечные уточные 

нити, являются линейно упругими. В про-

должении работы обсуждается частный слу-

чай наличия винтовой симметрии ленты, 
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охватывающей прямой круговой цилиндр, и 

приводятся результаты численного анализа. 

Изложение содержит подробное описание 

принятых допущений и аналитических вы-

кладок, позволяющих читателю, не в полной 

мере знакомому с методологией исследова-

ния напряженно-деформированного состоя-

ния мягких оболочек, проследить ход рас-

суждений от исходных предположений до 

конечных результатов.  

1. Уравнения равновесия ленты 

Будем рассматривать ленту, армирую-

щую трубу, как континуальную ортотроп-

ную поверхность, полученную путем "раз-

мазывания" уточных нитей и нитей основы.  

 

 
 

Рис. 4 

 

Индивидуализируем частицы ленты с 

помощью лагранжевых координат h и s, 

вводимых на недеформированной ленте, 

причем координату h произвольной ча-

стицы M будем рассматривать как расстоя-

ние, отсчитываемое вдоль уточной нити от 

нижней кромки ленты (рис. 4 – индивидуа-

лизация частиц недеформированной ленты) 

до этой частицы, а в качестве координаты s 

будем рассматривать длину части нити ос-

новы, заключенной между точкой M и про-

извольно фиксированной уточной нитью. 

Очевидно, что радиус-вектор 0r  ча-

стицы М недеформированной ленты опи-

сывается выражением:  

 
0r s i hj,                     (1) 

 

где i , j   орты прямоугольной декартовой 

системы координат. 

Используя обозначения 
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          (2) 

 

на основе (1) находим метрические коэф-

фициенты недеформированной оболочки 

[7]: 

 
2 2

0 0 0 0

11 1 22 2

0 0 0 0

12 21 1 2

g r 1, g r 1,

g g r r 0.

   

  
     (3) 

 

Пользуясь цилиндрической z  и де-

картовой Oxyz системами координат, пред-

ставим радиус-вектор r  частицы M дефор-

мированной ленты (рис. 5 – лента, спи-

рально навитая на цилиндрическую по-

верхность) в виде: 

 

   

r r (s, h) (s, h) cos (s, h) i (s, h)sin (s, h) j z(s, h)k

R (s, h), z(s, h) cos (s, h) i R (s, h), z(s, h) sin (s, h) j z(s, h)k,

        

      
    

 (4)
 

 

 

где i , j  и k   орты системы Oxyz; 

 R ,z     функция, определяющая рель-

еф поверхности трубы, которая может счи-

таться заданной. В случае, когда труба яв-

ляется  круговым  цилиндром,  R рассмат- 

 

 

ривается как постоянная задаваемая вели-

чина.  

Искомые функции (s, h)  и z(s, h)  опре-

деляют распределение материала ленты по 

поверхности трубы. 
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Рис. 5 

 

Вводя обозначения  
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                (5) 

 

найдем метрические коэффициенты дефор-

мированной оболочки [7]: 

 
2 2

11 1 22 2 12 21 1 2g r , g r , g g r r .       (6) 

 

Величины напряжений 
11 12 21 22, , ,      

определяются равенствами [7]: 
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,
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    (7) 

 

где 0

1 11 11 1g / g r    и 0

2 22 22 2g / g r     

кратности удлинений элементов нитей ос-

новы и уточных нитей соответственно;    

величина угла между координатными ли-

ниями; u  плотность потенциальной энер-

гии деформации оболочки. 

Принятые допущения о текстильной 

структуре ленты и линейной упругости со-

ставляющих ее нитей позволяют записать 

выражение плотности потенциальной энер-

гии деформации в виде: 

 

   
2 21 2

1 2

k k
u 1 1

2 2
      ,          (8) 

 

где k1 и k2  коэффициенты упругости 

ленты в направлениях нитей основы и утка 

соответственно. 

Используя (7), (8), легко получить сле-

дующие выражения компонент напряже-

ний: 

1
11 1

2

2
22 2

1

12 21

1
k ,

1
k ,

0.

 
 



 
 



   

                 (9) 

 

Пренебрегая инертностью оболочки, за-

пишем уравнение, выражающее условие 

равенства нулю главного вектора сил, дей-

ствующих на элемент мягкой оболочки, в 

виде: 

 

    2

1 2 2 1 11 22 12r r q g g g 0,
s h

 
     

 
  (10) 

 

где 
1  и 

2   актуальные напряжения на 

координатных линиях h = const и s = const. 

Воспользуемся равенствами [7]: 
 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

e e ,

e e ,

    

    
              (11) 

 

где 
1e  и 

2e   единичные векторы, касатель-

ные к координатным линиям h = const и s = 

= const соответственно, определяемые ра-

венствами: 

1 1
1

1 1

2 2
2

2 2

r r
e ,

r

r r
e .

r

 


 


                  (12) 

 

Запишем интенсивность q  внешних 

сил, действующих на поверхность ленты, в 

виде: 

 

1 1 2 2 nq q e q e q n,            (13) 



№ 6 (366) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2016 93 

где n   единичный вектор внешней нор-

мали к поверхности трубы, представляе-

мый равенством: 

1 2

1 2

e e
n .

e e





                (14) 

 

 

Учитывая (9), (11), (12), перепишем (10) в виде: 

  

         
2 2 21 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2

e e
k 1 k e k 1 k e q r r r r 0.

s s h h

   
         

   
    (15) 

 

Последовательно умножая векторное 

уравнение (15) скалярно на единичные век-
торы 

1e , 
2e  и n , получим эквивалентную 

(15) систему трех скалярных уравнений: 

 

         
2 2 21 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

e
k k 1 e k e e q q e e r r r r 0,

s h h

  
       

  
      (16) 

         
2 2 21 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

e
k 1 e k e e k q e e q r r r r 0,

s s h

  
       

  
       (17) 

            
2 2 21 2

1 1 2 2 n 1 2 1 2

e e
k 1 n k 1 n q r r r r 0.

s h

 
       

 
                  (18) 

 

Уравнения (16) и (17) с использованием 

(4), (5) и выражений для кратностей удли-

нений элементов нитей основы и уточных 

нитей служат для определения функций 

(s, h)  и z(s, h) , а уравнение (18)  для 

определения давления ленты на трубу. 

 

2. Напряженно-деформированное со-

стояние ленты, намотанной на трубу по-

стоянного радиуса 

Если труба является круговым цилин-

дром радиуса R, то  s,h R  , и выраже-

ния (4), (5) принимают вид: 

r r (s,h) R cos (s,h) i Rsin (s,h) j z(s,h)k,                                   (19) 

1

r (s, h) z
r (s,h) R sin (s,h) i R cos (s,h) j k,

s s s s

   
      

   
  

2

r (s, h) z
r (s,h) R sin (s,h) i R cos (s,h) j k.

h h h h

   
      

   
  
                (20) 

 

Запишем уравнения (16)…(18) в терми-

нах искомых функций (s, h)  и z(s, h) . 

Предварительно заметим, что имеют место 

равенства: 

 
2 2 2 2

2 2

1 1 2 2

z z
r R , r R ,

s s h h

          
              

          
                 (21) 

     
2 2 2

1 2 1 2
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,                                (22) 

1

1
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(s, h) s s s

   
      
    

 

                 (23) 
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(s, h) h h h
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2 2

1

1 1 1 1 1

e 1 1 1 1 1 z
R cos sin i R sin cos j k,

s s s s s s s s s

                   
                                                

 

(24) 
2 2

2

2 2 2 2 2

e 1 1 1 1 1 z
R cos sin i R sin cos j k,

h h h h h h h h h

                   
                                                

 

2

1 2

1 2

1 z z
e e R ,

s h s h

    
  
      

                                           (25) 

22
1

1 2 2

e 1 1 z 1 z
e R ,

h (s, h) h h s s h h

          
                   

                 (26) 

21
2

2 1 1

e 1 1 z 1 z
e R ,

s (s, h) s s h h s s

          
                   

                          (27) 

n cos (s,h) i sin (s,h) j,                                             (28) 
2

1

1

e R
n ,

s s

  
   

   
 

2

2

2

e R
n

h h

  
   

   
.                               (29) 

 

С учетом равенств (21)…(29) уравнения (16)…(18) можно переписать в виде: 

 

 

2 21 2 2
1 2 2

1 2 2 1 2

2

1 2

1 2

1 1 z 1 z 1 z z
k k R k R

s h h s s h h h s h s h

1 z z z z
q q R R 0,

s h s h s h s h

                 
                                

         
      

           

  

 (30)

 

2 21 1 2
1 1 2

2 1 1 1 2

2

1 2

1 2

1 1 z 1 z 1 z z
k R k R k

s s h h s s s s h s h h

1 z z z z
q R q R 0,

s h s h s h s h

                 
                                

         
      

           

  

 (31)

 

2 2

1 2
1 2 n

1 2

1 1 z z
k k q 0.

s h s h s h

           
      

          
                            (32) 

 

 

Уравнения (30) и (31) служат для опре-

деления искомых функций (s, h)  и z(s,h) , 

а уравнение (32)  для определения давле-

ния ленты на трубу.  

Для получения точного решения си-

стемы (30)...(32) и ее численного анализа в 

продолжении этой работы будут введены 

некоторые упрощающие допущения, поз-

воляющие свести задачу к интегрированию 

обыкновенных дифференциальных уравне-

ний. 
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