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Если материальная точка движется от-

носительно системы координат, то ее коор-

динаты меняются в зависимости от вре-

мени. При этом движущаяся точка в разные 

моменты времени отождествляется с раз-

ными точками пространства. Поскольку де-

формируемый материал представляет со-

бой непрерывную совокупность точек, то, 

чтобы знать его движение, необходимо 

знать движение всех его точек. В частно-

сти, движение сплошной среды относи-

тельно декартовой системы координат бу-

дет известно, если известны три функции 

(1), выражающие в каждый момент вре-

мени t текущие координаты x,y, z, находя-

щиеся в движении той точки континуума 

М, занимавшей в начальный момент вре-

мени t = t0 положение  М0 (X, Y. Z): 

 

x = x(X, Y, Z, t);
y = y(X, Y, Z, t);

z = z(X, Y, Z, t).

}              (1) 

 

Если начальные координаты точки X, Y. 

Z являются фиксированными, а t – перемен-

ное, то формулы (1) дают закон движения 

одной выбранной точки среды. Если же X, 

Y. Z – переменные, а время t – фиксирован-

ное, то это соотношение дает распределе-

ние точек континуума в пространстве в дан-

ный момент времени. Использование в ка-

честве независимых переменных началь-

ных координат точек X, Y. Z в момент t со-

ставляет точку зрения Лагранжа на изуче-

ние движения сплошной среды [1]. В меха-

нике деформированного тела обычно пред-

полагают, что функции, входящие в закон 

движения континуума (1), являющиеся ис-

комыми, непрерывны и имеют непрерыв-

ные частные производные по всем своим 

аргументам. Физически это означает, что в 

каждый фиксированный момент времени 

функции (1) являются взаимно однознач-

ными, так как в противном случае две мате-

риальные точки могли бы оказаться в одной 

и той же точке пространства одновременно. 

Следовательно, существует единственное 

решение системы уравнений (1), определя-

ющее X, Y. Z, как функции координат x, y. 

z и t(2а), где J – функциональный определи-

тель (2б). Можно показать, что функцио-

нальный определитель этого преобразова-

ния всегда положителен и не может быть 

равен нулю, то есть  

 

X = X(x, y, z, t);

Y = Y(x, y, z, t);

Z = Z(x, y, z, t).

},                    (2а) 

J =  |

∂x/ ∂X ∂x/ ∂Y ∂x/ ∂Z
∂y/ ∂X ∂y/ ∂Y ∂y/ ∂Z
∂z/ ∂X ∂z/ ∂Y ∂z/ ∂Z

| > 0. (2б) 

 

Возможен и другой подход, очевидно, 

не менее удобный, когда за текущие коор-

динаты принимаются независимые пере-

менные x, y, z и время t, что составляет сущ-

ность точки зрения Эйлера на изучение  

движения сплошной среды. В этом случае 

выделяется некоторая область или точка 

пространства и анализируется движение 

различных частиц сплошной среды, прихо-

дящих в рассматриваемую область. Геомет-

рические координаты x, y, z и время t носят 

название переменных Эйлера [1]. Вектор, 

начало которого совпадает с началом поло-

жения некоторой точки М при t = t0, а конец 

– с положением этой же точки в некоторый 

фиксированный момент времени t, является 

вектором полного перемещения точки М. 

Составляющие его по координатным осям 

x, y, z служат компонентами перемещения 

соответственно u, υ, W (рис. 1 – вектор пол-

ного перемещения ММ0 точки М0 и его 

компоненты u, υ, W вдоль координатных 

осей x, y, z). 

 

 
 

Рис. 1  

 

Если в качестве независимых перемен-

ных принимаются переменные Лагранжа X, 

Y, Z и t, то имеем: (3а), для Эйлера – (3б):  
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u(X, Y, Z, t) = x(X, Y, Z, t) − X;
υ(X, Y, Z, t) = y(X, Y, Z, t) − Y;

ω(X, Y, Z, t) = z(X, Y, Z, t) − Z.

}    (3а) 

 

u(x, y, z, t) = x − (X, Y, Z, t);

υ(x, y, z, t) = y − (X, Y, Z, t);

ω(x, y, z, t) = z − (X, Y, Z, t).

}        (3б) 

 

Различие между двумя способами, вы-

раженными в формулах (3), наглядно сле-

дует из рис. 2. На нем изображен случай из-

гиба материала в недеформированном и де-

формированном состояниях, соответствен-

но: по Лагранжу (а), по Эйлеру (б). 

 

 
 

Рис. 2 

 

Рассмотрим зависимости между началь-

ными и текущими координатами при де-

формации материала.  

 

 
 

Рис. 3 

Пусть малый линейный элемент матери-

ала M0N0 = p0  соединяет точки M0(X, Y, Z ) 

и N0(X+dX, Y+dY, Z + dZ), где dX, dY, dZ – 

проекции отрезка M0N0  на соответствую-

щие координатные оси (рис. 3 – схема де-

формации малого линейного элемента тек-

стильного материала). В результате дефор-

мирования этот элемент в момент времени 

t займет положение MnNn = рn, соединяя 

точки Mn(x, y, z) и Nn(x+dx, y+dy, z + dz), 

где dx, dy, dz – проекции отрезка MnNn на 

координатные оси. Если движение сплош-

ной среды описывать с помощью перемен-

ных Лагранжа, то из уравнений (3) для фик-

сированного момента t имеем (4а), в кото-

ром dxi равно (4-б): 

 

 

dx =
∂x

∂X
dX +

∂x

∂Y
dY +

∂x

∂Z
dZ;

dy =
∂y

∂X
dX +

∂y

∂Y
dY +

∂y

∂Z
dZ;

dz =
∂z

∂X
dX +

∂z

∂Y
dY +

∂z

∂Z
dZ.}
 
 

 
 

(4а) 

 

dxi =
∂xi

∂Xj
dXj,  i, j = 1, 2, 3.  (4б) 

 

Воспользовавшись правилом суммиро-

вания по повторяющемуся индексу, выра-

жение (4) можно представить более ком-

пактно, где xi (x1, x2, x3)  обозначены x, y, z, 
а величины Хj последовательно принимают 

значения X,Y, Z. Аналогичные соотноше-

ния можно вывести и для переменных Эй-

лера, найдя из уравнения (3)...(5а) или в раз-

вернутом виде (5б), (6): 

 

 

dXj = (∂Xi / ∂Xj) dxi,   i , j = 1, 2, 3   (5а) 

 

dX =
∂X

∂x
dx +

∂X

∂y
dy +

∂X

∂z
dz;

dY =
∂Y

∂x
dx +

∂Y

∂x
dx +

∂Y

∂z
dz;

dZ =
∂Z

∂x
dx +

∂Z

∂y
dy +

∂Z

∂z
dz.}
 
 

 
 

     (5б) 
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dX =
dx

D
|

∂y

∂Y

∂y

∂Z
∂z

∂Y

∂z

∂Z

| +
dy

D
|

∂x

∂Z

∂x

∂Y
∂z

∂Z

∂z

∂Y

| +
dz

D
|

∂x

∂Y

∂x

∂Z
∂y

∂Y

∂y

∂Z

| ;

dY =
dx

D
|

∂y

∂Z

∂y

∂X
∂z

∂Z

∂z

∂X

| +
dy

D
|

∂x

∂X

∂x

∂Z
∂z

∂X

∂z

∂Z

| +
dz

D
|

∂x

∂Z

∂x

∂X
∂y

∂Z

∂y

∂X

| ;

dZ =
dx

D
|

∂y

∂X

∂y

∂Y
∂z

∂X

∂z

∂Y

| +
dy

D
|

∂x

∂Y

∂x

∂X
∂z

∂Y

∂z

∂X

| +
dz

D
|

∂x

∂X

∂x

∂Y
∂y

∂X

∂y

∂Y

| .

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

                                ( 6а )   

 

D = |
∂xi

∂Xj
| = |

|

∂x

∂X

∂x

∂Y

∂x

∂Z
∂y

∂X

∂y

∂Y

∂y

∂Z
∂z

∂X

∂z

∂Y

∂z

∂Z

|
|.                                               (6б) 

 

Равенство (6) можно рассматривать как 

систему трех линейных уравнений относи-

тельно тех неизвестных  dX, dY, dZ , реше-

ние которых имеет вид (4а), где D – функ-

циональный определитель (6б). Выражения 

(4) и (6) должны быть тождественными, по-

этому, приравнивая соответствующие ко-

эффициенты при dx, dy, dz, после подобных 

преобразований получаем аналогичное (6б) 

выражение, в котором функциональный 

определитель Д равен (7а). То есть имеем: 

бесконечно малый параллелепипед объе-

мом V0  c ребрами dX, dY, dZ превращается 

в косоугольный с ребрами dx, dy, dz. Вос-

пользовавшись известной формулой из ана-

литической геометрии, находим объем по-

сле деформации (7б): 

 

Д = |
∂xi

∂xi
| =

|
|

∂X

∂x

∂X

∂y

∂X

∂z

∂Y

∂x

∂Y

∂y

∂Y

∂z

∂Z

∂x

∂Z

∂y

∂Z

∂z

|
|
,          (7а) 

V = |∂xi/ ∂Xj|dXdYdZ = DV0.     (7б)  

 

Так как относительное изменение объ-

ема Ɵ является упругим, оно представляет 

собой малую величину и поэтому (7) можно 

переписать как (8а). Следовательно, вели-

чины D и Д незначительно отличаются от 

единицы и в силу этого упругими деформа-

циями можно пренебречь и, рассматривая 

формообразование в окрестности произ-

вольной точки материала, из рис. 3 легко за-

ключить, что длина отрезка M0N0 определя-

ется формулой, которая может быть интер-

претирована, как уравнение сферы с цен-

тром в точке М0 (X, Y, Z) (8б): 

 

Д = 1/D =1/ (1 + Ɵ) = 1 – Ɵ,     (8а) 

P0
2 = dX2 + dY2 + dZ2.         (8б) 

 

Подставив в (8б) вместо dX, dY, dZ их 

выражения из (6), получим: 

 

 

ρ0
2 = (

∂Xi

∂xi
dxi)

2

− (
∂X

∂x
dx +

∂X

∂y
dy +

∂X

∂z
dz)

2

+ 

+(
∂Y

∂x
dx +

∂Y

∂y
dy +

∂Y

∂z
dz)

2

+ (
∂Z

∂y
dx +

∂Z

∂y
dy +

∂Z

∂z
dz)

2

,                             (9) 
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или после несложных преобразований имеем: 

ρ0
2 =

∂Xm
∂xi

∂Xm
∂xR

dxidxR = axixRdxidxR =

= dx2 + ayydy
2 + azzdz

2 ++ 2axydxdy + 2ayzdydz + 2azxdzdx= dX2 + dY2 + dZ2.  (10)

В этом выражении (10) величины axixk 

представляют  собой  компоненты  тензора 

2-го ранга (тензора деформации Коши), или 

результативного формоизменения [2]. Под-

ставим в (10) для  выражений dx, dy, dz  из 

(7), получим уравнение эллипсоида относи-

тельно Лагранжевых координат: 

ρ0
2 = (

∂xi

∂Xj
dXj)

2

= 
∂xm

∂Xi

∂xm

∂Xj
dXidXj = bxixjdXidXj .  (11) 

Из (10), (11) следует, что в недеформи-

рованном состоянии имеется совокупность 

различных эллипсоидов, в процессе дефор-

мирования которые в различные моменты 

времени превращаются в сферы радиусом 

pn и центром в точке Mn (рис. 4 – деформа-

ция сферы малого радиуса в точке М0). По-

делив обе части равенства (10) на Pn
2, не 

трудно найти экстремальные значения 

функции (P0 / Pn) и тем самым определить 

главные деформации. Обобщенные данные 

аналитических выражений, физический 

смысл и геометрическую интерпретацию 

компонентов тензоров деформаций сведем 

в табл. 1. 

Рис. 4 

Т а б л и ц а  1 

Назначение тензоров 

и обозначения 

Тензорная 

запись 
Развернутая запись 

Физический смысл 

 и геометрическая 

интерпретация 

Тензор результативного фор-

моизменения в представле-

нии Эйлера (тензор Коши) 

aij = |

axx axy axz
ayx ayy ayz
azx ayz azz

| 

aiI

∂Xm
∂Xi

∂Xm
∂Xj

aij 

1) axx = (
∂X

∂x
)2 + (

∂Y

∂x
)2 + (

∂Z

∂x
)
2 

2) axy = 
∂X

∂x

∂X

∂y
+
∂Y

∂x

∂Y

∂y
+
∂Z

∂x

∂Z

∂y

axx = e
−2e̅̅̅̅ x линейная деформа-

ция материального волокна по-

сле деформации параллельного 

оси x 

sin φ̃xy = 
axy

√axxayy
 сдвиг искаже-

ния, наставшего после деформа-

ции прямым 

Тензор результативного фор-

моизменения в представле-

нии Лагранжа (тензор Коши) 

bij = |

bXX bXY bXZ
bYX bYY bYZ
bZX bZY bZZ

| 

biI

∂xm
∂Xi

∂xm
∂Xj

bij 

3) bXX = (
∂x

∂X
)2 + (

∂y

∂X
)2 + (

∂z

∂X
)
2 

 

4) bXY = 
∂x

∂X

∂x

∂Y
+
∂y

∂X

∂y

∂Y
+
∂z

∂X

∂z

∂Y

bXX = e−2e̅̅̅̅ x линейная деформа-

ция материального волокна, рас-

положенного параллельно оси X 

до деформации 

sin φ̃xy = 
bXY

√bXXbYY
 сдвиг, иска-

жение прямого до деформации 

угла на величину φ̃xy
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Продолжение табл. 1 

Тензор деформации в пред-

ставлении Эйлера (тензор 

Альманси) 

eij = |

eXX eXY eXZ
eYX eYY eYZ
eZX eZY eZZ

|= 

= 
1

2
(δij − aij)

eii =
1

2
(1 − aii)

1

2
(
∂μi
∂xj

+
∂μj

∂xii
) −

-
1

2
(
∂μm

∂xi
+

∂μm

∂xj
) 

eij = −
1

2
aij

5) exx =
∂u

∂x
−

1

2
[(
∂u

∂x
)
2

+ 

+(
∂v

∂x
)2 + (

∂w

∂x
)2]

6) exy =
1

2
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
) − 

−
1

2
(
∂u

∂x

∂u

∂y
+
∂v

∂x

∂v

∂y
) + 

+(
∂w

∂x
+
∂w

∂y
) 

exx = ex̃(1 −
1

2
ex̃) – характери-

зует линейную деформацию 

вдоль оси х  

sin φ̃xy =
exy

(1−ex̃)(1−eỹ)
 сдвиг, ис-

кажение на φ̃xy угла, преобразо-

ванного деформацией 

Приведенные в табл. 1 соотношения 

(модели) проверялись подобно изложен-

ному в [4] экспериментально и показали хо-

рошую сходимость результатов. 

В Ы В О Д Ы 

1. Определены координаты перемеще-

ний при деформации текстильных материа-

лов, рассмотрены их имитационные мате-

матические модели. 

2. Исследованы деформации одежды на

примере пальто из ткани. Установлено, что 

в диагональных направлениях (под углом 

22,5; 67,5 и особенно 45° к нитям основы) 

растяжение ткани значительно больше, чем 

по основе или утку, и составляет в основ-

ном 10…15% от разрывного. На отдельных 

участках одежды растяжение достигает 

20…22%, что соответствует 35…40%. По 

основе ткань растягивается на 3…5%, а по 

утку – на 6…9%, причем наибольшее удли-

нение по утку составляет около 50%, а по 

основе – не более 20% от разрывного. 
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