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В работе рассматриваются имитационные модели определения дефор-

маций в различных тканях, одежде, необходимые для обоснования требова-

ний, предъявляемых, в частности, при установлении конструктивно-тех-

нологичеcких припусков. В основу представления части указанных моделей 

положены методы тензорного анализа. Экспериментальная проверка мате-

матических моделей с использованием инновационных методов определения 

деформаций в тканях, одежде с помощью цифровых технологий показала их 

простоту и высокую точность. 

 

In work simulation models of definition of deformations in various fabrics, 

clothes, necessary for justification of requirements imposed, in particular, at 

establishment constructive-technological allowances are considered. Methods of the 

tensor analysis are the basis for representation of a part of the specified models. 

Experimental check of mathematical models with use of innovative methods of 

definition of deformations in fabrics, clothes by means of digital technologies 

showed their simplicity and high precision. 
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Для обоснования требований, предъяв-

ляемых к различным видам одежды, к изде-

лиям из тканей по удобству, комфорту, ди-

зайну, тепловым свойствам и иным харак-

теристикам, в частности, конструктивно-

технологичеcким припускам, необходимы 

сведения о деформациях, происходящих в 

материалах, одежде. Как известно, размеры 

человеческого тела не являются строго ста-

тическими, в динамике они изменяются. 

Причем эти изменения следуют не только 

во времени, но и в пространстве, являются 

трехмерными и, кроме того, в разных ча-

стях тела и, следовательно, и размеры 

одежды   изменяются   по-разному.  Таким  

образом, начальный размер какого-либо 

участка тела L1 на момент времени t1 отли-

чается от размера на другой момент вре-

мени, например, в t2 – до L2, на величину ∆L: 

 

∆L= L2-L1.                         (1) 

 

В выражении (1) ∆L может быть как по-

ложительным, так отрицательным. То есть 

в любой момент времени:   

 

L= L0 ± ∆L, 

 

где L0 – первоначальный до изменения раз-

мер. 
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В свою очередь любому текстильному 

материалу присуща деформация, то есть из-

менение размеров; точки материала ме-

няют свое положение. Величина изменения  

характеризуется линейными и угловыми 

перемещениями в материале, что приводит 

к искажению его формы и изменению раз-

меров. Деформация может быть как одно-

родной, так и неоднородной, но в любом 

случае, зависящей от многих факторов, 

например, температуры, влажности тела, 

окружающей среды и др., от вида, типа ма-

териала, его качества, свойств, особенно-

стей. Для эластичных материалов, в кото-

рых присутствует синтетика, она больше, 

для натуральных материалов – меньше. 

Также деформации зависят не только от 

физических свойств материалов, но и от их 

геометрических размеров, структуры, ис-

ходного сырья (ниток) и т.д. 

В разное время были предложены раз-

личные определения деформаций. Матема-

тическим моделям аналитического опреде-

ления главных деформаций (на растяже-

ние) посвящено множество работ, в том 

числе выдающихся математиков: Лаг-

ранжа, Эйлера, Коши, Чебышева и др. 

[1...3]. Основное различие в них, как будет 

показано ниже, состоит в принятых пере-

менных и их кратности. 

Пусть отрезок материала имеет длину 

ℓ0. В результате однородной деформации 

растяжение его длины становится равным 

ℓ1. Тогда определение относительной де-

формации ɛ в переменных Лагранжа (ℓ0,ℓ1) 

будет:   

 

ɛ = (ℓ1-ℓ0) / ℓ0=∆ℓ/ ℓ0.             (2) 

 

Пока деформация мала, ее определение 

не зависит от того, относить ли к начальной 

длине или конечной. Деформация, отнесен-

ная к конечной длине отрезка, равна: 

 

ɛ = ∆ℓ/ℓ0= ɛ/(1 − ɛ_) = ɛ − ɛ2 + ⋯, (3) 

 

где ɛ – лагранжева деформация. 

Разница между ɛ  из (2) и ɛ из (3) явля-

ется величиной второго порядка и ею, в 

случае ɛ <<1, можно пренебречь. Для боль-

ших деформаций становится значимым, к 

какой именно длине относить удлинение 

отрезка. 

Представленные выше способы вычис-

ления деформации не являются единствен-

ными и наиболее удобными. В разное вре-

мя были предложены различные формулы 

(модели) определения деформаций: Лаг-

ранжа, Эйлера, Коши. Основные модели, 

построенные авторами, близкие к форму-

лам перечисленных математиков, показаны 

в табл. 1 (формулы для различных опреде-

лений деформаций). 

 
Т а б л и ц а  1  

Название главной  

деформации 
Формула Название главной деформации Формула 

Лагранжева (ℓ1-ℓ0 ) / ℓ0 Лагранжева тензорная (ℓ1
2-ℓ0

2 ) /2ℓ0
2 

Эйлерова (ℓ1- ℓ0 ) / ℓ1 Эйлерова тензорная (ℓ1
2-ℓ0

2 ) /2ℓ1
2 

Кратность ℓ1/ ℓ0 Грина-Сен-Венана тензорная ℓ1
2/ ℓ0

2 

Обратная кратность ℓ0 / ℓ1 Алманси-Коши тензорная ℓ0
2/ ℓ1

2 

Логарифмическая ln (ℓ0 / ℓ1) Комбинированная (ℓ1
2-ℓ0

2 ) /2ℓ1ℓ0 

 

Из табл. 1 видно, что пять из представ-

ленных определений деформаций могут 

быть выражены в виде единой формулы: 

 

ɛ = (1/n ) [ 1 - (ℓ0 / ℓ1)
n ].             (4) 

 

На основании этого заключаем из (4), 

что при значениях n=2, 1, 0, -1, -2 представ-

ленные в табл. 1 формулы, получены соот-

ветственно для эйлеровых и эйлеровых тен-

зорных, лагранжевых и лагранжевых тен-

зорных, логарифмических деформаций. 

Что касается тензорных деформаций [1]. 

Напомним, те́нзор (от лат. tensus, напря-

женный) – объект линейной алгебры, ли-

нейно преобразующий элементы одного 

линейного пространства в элементы дру-

гого. Тензор деформации – такой тензор, 
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который характеризует сжатие (растяже-

ние) и изменение формы в каждой точке 

тела при деформации. То есть тензор – это 

математический объект, который не зави-

сит от смены системы координат, но его 

компоненты при их смене преобразуются 

по определенному математическому за-

кону. При переходе от одной системы коор-

динат к другой тензоры остаются неизмен-

ными. В данной работе основному понятию 

тензорного анализа – пространству, как 

дифференциально-геометрическому много-

образию, уделено существенное внимание 

и рассматривается в качестве одного из ос-

новных инструментов. При изучении про-

цессов пластического формоизменения ча-

сто используются логарифмические дефор-

мации. Представим себе процесс удлине-

ния отрезка, имеющего первоначальную 

длину ℓ0 как последовательность этапов де-

формирования, на каждом из которых 

длина получает приращение dℓ1. Относи-

тельное удлинение на каждом этапе будем 

относить к той длине, которую имел отре-

зок в начале этапа dε̅̅ ̅ = dℓ/ℓ. 

Примем за меру полного удлинения 

сумму бесконечно малых относительных 

удлинений dε̅̅ ̅  при изменении длины от ℓ0 

до ℓ1, а именно:  

 

ε̅ = ∫
dℓ

ℓ

ℓ1

ℓ0

= ln
ℓ1

ℓ0
 . 

 

Здесь величина ε̅ является логарифми-

ческой или натуральной деформацией. Она 

удобна для описания процесса конечной де-

формации, поскольку если последняя про-

изводится ступенями, то суммарная дефор-

мация после n ступеней равна сумме лога-

рифмических деформаций каждой из сту-

пеней, то есть логарифмические деформа-

ции обладают свойством аддитивности: 

 

ε = ln
ln

l0
= ln

l1

l0
+ ln

l2

l1
+ ⋯ + ln

ln

ln−1
= ε̅1 + ε̅2 + ⋯ + ε̅n.                               (5) 

 

Скорость деформации ƺ представляет 

собой отношение скорости абсолютного 

удлинения к длине. Пока деформация мала, 

можно считать, что dɛ / dt = ƺ, но для конеч-

ных деформаций это не всегда верно. В то 

же время скорость деформации равна про-

изводной от логарифмической деформации 

по времени ƺ =
dε̅̅̅̅

dt
  . Условие несжимаемос-

ти для логарифмических деформаций 

имеет такой же вид, как и для малых дефор-

маций, но является более точным, где V и 

V0 – объемы элемента материала до и после 

деформации. 

Тогда значения интенсивности главных 

логарифмических деформаций (интенсив-

ность итоговой деформации) выражается как: 

 

Г ̅  = 2√6√(ε̅1 − ε̅2)2 + (ε̅2 − ε̅3)2 + (ε̅3 − ε̅1)2.                                 (6) 

 

В случае монотонной деформации вы-

ражение (7) может быть приравнено к нали-

чию степени деформации: 

 

Λ = ∫ Hdt,                      (7) 

 

где H – интенсивность скоростей деформа-

ции сдвига. 

В общем случае для конечной пластиче-

ской деформации (6) интенсивность итого-

вой деформации Γ̅ оказывается меньше сте-

пени деформации Λ (7), определяемой как 

сумма интенсивностей последовательных 

малых деформаций. При простых видах де-

формации выбор ее меры является, скорее, 

вопросом привычки, поскольку, например, 

при одноосном растяжении главные дефор-

мации: эйлерова Э, лагранжева ɛ и логариф-

мическая ε̅ связаны между собой соотноше-

ниями: 

 

Э =
ε

1+ε

exp(ε̅)−1

exp (ε̅)
,                              (8) 

 

ε =
Э

1−Э
=  exp (ε ̅)-1,                      (9) 

 

ε̅ = ln(1 + ε) = − ln(1 − Э).             (10) 
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Зависимости величины деформации от 

способов ее аналитического определения 

по представленным выше математическим 

моделям, в том числе тензорным (табл. 1), 

подтверждены экспериментально [3] и ил-

люстрируются с помощью рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Получены математические модели опре-

деления деформаций для различных текс-

тильных материалов в сопоставлении с из-

вестными моделями Лагранжа, Эйлера, 

включая тензорные. Экспериментальная про-

верка их показала хорошую сходимость с 

результатами аналитических расчетов. 
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