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В статье рассматривается применение аналитического метода началь-

ных функций для расчета тонких упругих сжатых прямоугольных пласти-

нок с комбинированными граничными условиями вдоль краев. Алгоритм рас-

чета показан на примере прямоугольной пластинки с различными условиями 

закрепления продольных краев и состоящей из двух областей с одинаковыми 

граничными условиями. Критические силы определяются из решения си-

стемы уравнений, в которую входят канонические уравнения и уравнения, 

определяющиеся из условий на линии стыковки двух областей пластинки – 

равенства угла поворота и перерезывающей силы.  

The application of the analytical method for computing of initial functions for 

compressed thin elastic rectangular plates with mixed boundary conditions along 

their edges is shown on the example of a rectangular plate with different conditions 

for fixing the longitudinal edges and consisting of two regions with the same bound-

ary conditions. Then the critical forces are obtained from the equation system that 

includes both canonical equations and equations determined from the conditions on 

the joining line of two subdomains, the equalities of the angle of rotation and the 

shear force.  
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На практике часто возникает необходи-

мость выполнить расчет тонких неоднород-

ных пластинчатых конструкций, в том числе 
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и с неоднородностью условий на контуре, 

включая смену типа граничного условия. За-

дачи такого класса, как правило, решаются 
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численно – методами конечных разностей, 

конечных элементов [3], методом Бубнова-

Галеркина [4], [5], бессеточными методами 

[6]. Приближенные аналитические и полу-

аналитические методы требуются для обес-

печения проектировочных расчетов и каче-

ственного анализа поведения конструкции с 

усложненными свойствами, например, для 

пластинок из современных функционально-

градиентных композиционных материалов 

[7]. Вычисление критических сил одним из 

численных методов нередко предваряется 

аналитическим определением докритичес-

кого состояния, например, в сочетании ме-

тода дифференциальных квадратур [8], [9] с 

методом Ритца [8] или с введением функций 

напряжений [10] при комбинированных кра-

евых условиях. Методы аналитического ре-

шения задачи о потере устойчивости триви-

ального равновесного состояния пластинки 

при сложных краевых условиях, судя по ци-

тируемой литературе, развиты недостаточно. 

В работе на примере пластинки, приве-

денной на рис. 1, рассматривается методика 

расчета сжатой прямоугольной пластинки с 

комбинированными граничными услови-

ями вдоль краев аналитическим методом 

начальных функций. Пластинка состоит из 

двух частей (областей) размером ℓ1×2h и 

ℓ2×2h и загружена равномерной сжимаю-

щей силой N1. В каждой области граничные 

условия вдоль краев не изменяются (шар-

нир  или заделка ). 

 

 
 

Рис. 1  

 
Каждую область отнесем к своей системе 

безразмерных координат ξ =
x

h
;  η =

y

h
:  для 

области I: -1 ≤ η ≤ +1; 0 ≤ ξ ≤ λI =
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h
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Рис. 2 

 

Решаем задачу смешанным методом: 

врезаем шарнирно неподвижную опору на 

линии контакта областей и прилагаем без-

размерный неизвестный изгибающий мо-

мент Mx =
D

h
X(η) и неизвестный безразмер-

ный прогиб W =
1

h
Z(η) (рис. 2). 

Учитывая симметрию задачи относительно 

оси ξ представляем неизвестные Z(η) и X(η) в 

виде тригонометрических рядов с неизвест-

ными коэффициентами Cm и Dm: 

Z(η) = m

m 1,3,5

m
C cos

2






 ,  

 X(η) = m

m 1,3,5

m
D cos

2






 . 

 

Используя методику [2], получаем об-

щее решение задачи для каждой области. 

Для первой области (рис. 2-а): 
 

I I 1 I

n n n n n

n 1

W 2Re (A shr B chr )F (r , ),




      (1) 
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где  F(rn,η)
I =

1

аn
2 −bn

2(cosancosbnη-cosbncosanη) 

– функция однородного решения, завися-

щая от типа граничных условий на краях, 

параллельных начальной линии, в которой 

an и bn определяются по формулам:  
 

an = √rn
2 + ∆n; 

bn = √rn
2 − ∆n;    

 ∆= irn√2N1. 
 

Соответствующее характеристическое 

уравнение для определения N1: 

 
1

аn
2 −bn

2 cos an cos bn = 0.         (2) 

 

Для второй области (рис. 2-б): 

 

n

II II II I

n n n n (r , )

n 1

W 2Re (A shr B chr )F ,






      (3) 

 

где 
n

II

(r , ) 2 2

n n

1
F

a b
 


(bnsinbncosanη-ansinancosbnη), 

а anи bn вычисляются по формулам как для 

первой области, но N1 находятся из реше-

ния уравнения, отличного от характеристи-

ческого уравнения первой области, а 

именно: 

 

2 2

n n

1

a b
(bnsinbncosanη-ansinancosbnη) = 0.   (4) 

 

Коэффициенты An
I ,  Bn

I , An
II,  Bn

II, входя-

щие в решения WI и WII, могут быть опре-

делены точно на основании соотношения 

обобщенной ортогональности собственных 

функций Fn(rn, η) однородного решения за-

дачи [1]: 

 

∫ (Fn
′′Fk

′′ − rn
2rk

2FnFk)
1

0
dη = {

0 (n ≠ k)

Jn(n = k)
  (5) 

 

из граничных условий на поперечных сторо-

нах каждой области при заданных значениях 

прогиба W и изгибающего момента Mx или 

угла поворота φх и перерезывающей силы Qx. 

Соотношение (5) позволяет разложить 

две функции f1(η) и f2(η) (в том числе и 

нуль) в ряды по функциям F(rn,η): 

n1 n (r , )

n 1

f 2Re A F






  , 

n

2

2 n n (r , )

n 1

f 2Re A r F






   

 

с одним и тем же коэффициентом Аn, от-

личным от нуля, определяемым по фор-

муле: 

 

An =
1

Jn
{∫ f1

′′F(rn,η)
′′1

0
dη − rn

2 ∫ f2F(rn,η)dη
1

0
},  (6) 

 

где Jn = ∫ (F(rn,η)
′′2

− rn
4F(rn,η)

2 ) dη.

1

0

  

В канонические уравнения (2) и (4) вхо-

дят неизвестное значение критической 

силы N1 и бесконечное множество ком-

плексных корней rn. Поэтому для нахожде-

ния величины критической силы, для кото-

рой существует изогнутая форма равнове-

сия пластинки, необходимо получить до-

полнительное уравнение.  

Дополнительное уравнение для нахож-

дения критической силы N1 получим из удо-

влетворения граничных условий в сечении 

стыковки двух пластинок ξI = λI и ξII = 0, а 

именно равенства угла поворота и перере-

зывающей силы: 

 

φx
I (η, λI) = φx

II(η, 0); Qx
I (η, λI) = Qx

II(η, 0). (7) 

 

Подставив выражение (6) в систему (7) и 

воспользовавшись свойством ортогонально-

сти к полной системе тригонометрических 

функций, по которой раскладывали функции 

Z(η) и X(η), получим систему однородных ал-

гебраических уравнений относительно неиз-

вестных коэффициентов Em и Dm: 

 
2

m n,k m n,k

m 1,3,5 m 1,3,5

2

m n,k m n,k

m 1,3,5 m 1,3,5

m
E G D T 0,

2

m
E U D E 0.

2

 

 

 

 

  
   

 


 
  

 

 

 

 (8) 

 

Поскольку неизвестные коэффициенты не 

могут быть равны нулю (Em ≠ 0, Dm ≠ 0), 

то в первом приближении, должен быть равен 

нулю определитель системы уравнений. 
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Таким образом, определитель системы 

уравнений (8) является третьим уравне-

нием, решая которое совместно с характе-

ристическими (2) и (4), определим rn
I, rn

II и 

найдем искомый параметр критической 

сжимающей нагрузки N1. 

В качестве примера для определения кри-

тической сжимающей нагрузки N1 исполь-

зуем следующие исходные данные: коэффи-

циент Пуассона 𝜈=0,3; модуль упругости 

Е=200000 МПа; размеры сторон пластинки 

h=0,5 м и ℓ=2 м; толщина пластинки δ=0,02 м. 

Точность определения искомой крити-

ческой силы зависит от порядка системы 

линейных уравнений (8). Вычисления пока-

зали, что для определения критической 

силы достаточно три-четыре члена ряда по 

n, m, k, чтобы получить практически точное 

значение. 

В табл. 1 приведены значения критиче-

ской силы N1 для исследуемой пластинки в 

зависимости от числа членов ряда по n, m, k. 

Т а б л и ц а 1 

Количество членов ряда по n, m, k 2 3 4 

Величина критической силы N1 4,66091∙106 Н/м 5,99732∙106 Н/м 6,10031∙106 Н/м 

Отличие в % от предыдущего - 22% 1,8% 

 

На рис. 3 для полученного значения кри-

тического усилия N1 приведена форма по-

тери устойчивости. 

 

 
Рис. 3 

 

Аналогично могут быть решены задачи, 

когда необходимо деление пластинки на 

большее число областей. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
Предлагаемая методика позволяет по-

строить аналитическое решение и получить 

числовые результаты для задачи расчета 

сжатой пластинки со смешанными гранич-

ными условиями вдоль краев, а также учи-

тывать особенности, заданные вдоль ли-

ний, изменение цилиндрической жестко-

сти, наличие шарнирной или упругой связи 

отдельных частей пластинки и т.д.  
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