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Представлены результаты оценки параметров распределения прогибов и 

изгибающих моментов в железобетонной балке, лежащей на упругом осно-

вании. Нагрузка на балку рассматривается как стационарная случайная 

функция, упругие свойства основания описываются моделью коэффициента 

постели, который рассматривается как стационарная случайная функция. 

Жесткость балки рассматривается как случайная величина. Для решения 

уравнения изгиба балки на упругом основании со случайными свойствами и 

загруженной случайной нагрузкой используется метод малого параметра и 

метод спектральных представлений. Полученные вероятностные характе-

ристики распределения изгибающих моментов позволяют найти вероят-

ность разрушения железобетонной балки на упругом стохастически неод-

нородном основании. 

The results of the evaluation of the parameters of the distribution of deflections 

and bending moments in a reinforced concrete beam lying on an elastic foundation 

are presented. The load on the beam is considered as a stationary random function, 

the elastic properties of the base are described by the bed ratio model, which is con-

sidered as a stationary random function. Beam stiffness is treated as a random va-

riable. To solve the beam bending equation on an elastic foundation with random 

properties and a random load loaded, the small parameter method and the spectral 

representation method are used. The obtained probabilistic characteristics of the 

distribution of bending moments allow us to find the probability of failure of a rein-

forced concrete beam on an elastic stochastically inhomogeneous base. 
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Вопросы обеспечения безопасности раз-

личных железобетонных конструкций зда-

ний текстильной промышленности рассмот-

рены в работах [1…5]. 

В [6] определена вероятность разруше-

ния железобетонной балки с жесткостью 

B(R)(R), лежащей на  упругом стохастичес-

ки неоднородном основании и загруженной 

случайной нагрузкой q(x). Разрушение же-

лезобетонной балки происходит в случае, ес-

ли M(x) > Mult(R, σт), где Mult(R, σт) – слу-

чайная величина несущей способности 

балки, а M(x) – нормально распределенные 

изгибающие моменты в характерных сече-

ниях балки, зависящие от случайных пара-

метров B(R), q(x), C(x): 

ep = ∭∫pσт
(σт) pR(R) pq(q)pC(C) 

∞

−∞

[ ∫ [pM(M, R, q, C)dM]

∞

Mult(R,σт)

] dσтdRdqdC,      (1) 

где pR(R), pσт
(σт), pq(q), pC(C) – функции

плотности распределения случайных вели-

чин кубиковой прочности бетона R и пре-

дела текучести арматуры σт, случайных 

стационарных функций распределенной 

нагрузки  q(x)  и коэффициента отпора 

основания (коэффициента постели) C(x); 
pM(M, R, q, C) – функция плотности распре-

деления изгибающих моментов в балке. 

Все случайные параметры принимаются 

распределенными по нормальному закону. 

Для того чтобы найти параметры рас-

пределения pM(M, R, q, C) изгибающих мо-

ментов, необходимо иметь математическое 

ожидание и дисперсию изгибающих мо-

ментов в балке на упругом стохастическом 

основании при загружении ее нагрузкой не-

однородной в вероятностном смысле [7]. 

Рассмотрим балку, загруженную равно-

мерно распределенной случайной нагруз-

кой. Упругие свойства основания будем по-

лагать соответствующими модели с одним 

коэффициентом отпора; предположим так-

же, что кубиковая прочность бетона R по-

лучила случайную реализацию, которой со-

ответствует жесткость балки B0. 

Уравнение изгиба стержня, лежащего на 

упругом основании с одним коэффициен-

том постели, имеет известный вид: 

B0 

d4w(x)

dx4
+ C(x)w(x) = q(x).    (2) 

Если предположить отклонения случай-

ных параметров от их средних значений ста-

тистически незначимыми, то для решения не-

однородного дифференциального уравнения 

(2) можно использовать метод малого пара-

метра, известный со времен Анри Пуанкаре 

(Henri Poincaré) и использованного для за-

дачи, подобной рассматриваемой в данной 

статье, В.В.Болотиным [8].  

Среднее значение случайного коэффи-

циента постели, среднее значение внешней 

нагрузки, действующей на балку, и среднее 

значение прогибов балки обозначим соот-

ветственно  < C >, < q >, < w > . 
Раскладываем функцию прогибов балки 

w(x), а также функции отпора основания 

C(x) и нагрузки q(x) в виде: 

q(x) = < q > + ϑq1(x),  (3) 

C(x) = < C >  + ϑC1(x),   (4) 

w(x) = < w > + ϑw1(x) +
+ϑ2w2 (x) + ⋯ =

= ∑ ϑnN
n=0 wn(x), n = 0,1,2,… , N → ∞(x), (5) 

где ϑ – малый параметр, полагаемый после 

выполнения всех выкладок равным 1. 

Подставляя выражения (3), (4) и (5) в 

уравнение (2) и приравнивая члены с оди-

наковой степенью малого параметра, пере-

ходим к системе дифференциальных урав-

нений: 

B0 (R)
d4<w>

dx4 +< C >< w > = < q >,  (6) 

B0 (R)
d4w1(x)

dx4
+< C > w1(x) =  q1(x)− < w > C1(x),  (7) 
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B0 (R)
d4wn(x)

dx4
+< C > wn(x) =  − wn−1C1(x).                                (8) 

 

Ограничимся решением первых двух урав-

нений вышеприведенной системы уравне-

ний. Уравнение (6) имеет простое решение 

и дает среднее значение прогибов балки, при 

этом, учитывая стационарность функций наг-

рузки и отпора основания, средние значе-

ния нагрузки и коэффициента отпора осно-

вания являются постоянными величинами, 

поэтому будем иметь: 
 

< w > =  
< q >

< C >
 .                (9) 

 

Правую часть уравнения  (7) представим 

в виде: 

 

 Φ(x) =  q1(x)− < w > C1(x) =  q1(x) − 
<q>

<C>
 C1(x).                      (10)  

 

Для решения уравнения (7) удобно ис-

пользовать метод спектральных представ-

лений. Учитывая тот известный факт, что 

корреляционная функция и спектральная 

плотность  случайного процесса состав-

ляют пару преобразований Фурье, извест-

ную как теорема Винера-Хинчина, будем 

иметь для импеданса уравнения (7) выра-

жение: 

 

J(ω) =  B0 ω
4+ < C > .     (11) 

 

Тогда передаточная функция H(ω) уравне-

ния (7) будет иметь вид: 

 

H(ω) =  
1

J(ω)
=  

1

B0 (R)ω4+ < C >
.   (12) 

 

Используя известное соотношение между 

спектральной плотностью SΦ(ω) на входе в 

линейную динамическую систему и спект-

ральной плотностью Sw(ω) на выходе, полу-

чаем: 

 

Sw(ω) =  |H(ω)|2SΦ(ω) =  
SΦ(ω)

|B0 (R)ω4+ < C >|2
.                                  (13) 

 

В этом случае спектральную плотность 

случайной функции прогибов можно запи-

сать с учетом связи случайного процесса на 

входе и выходе случайного процесса в виде: 
 

Sw(ω) =  
SΦ(ω)

|B0 (R)ω4 +< С > |2
.      (14) 

 

Преобразовывая (16) по Фурье, получа-

ем корреляционную функцию прогибов бал-

ки на упругом основании: 
 

Kw(x − x′) = 

= 2 ∫
SΦ(ω) cos[(x−x′)ω]dω

|B0 (R)ω4 +<С>|2
.

∞

0
     (15) 

Дисперсия прогибов будет равна при 

(x − x′) = 0: 

 

Dw(R) = Kw(0) = 

= 2∫
SΦ(ω) dω

|B0 (R)ω4 +<С>|2

∞

0
.        (16) 

 

Спектральная плотность кривизны бал-

ки Sw′′(ω) и корреляционная функция кри-

визны Kw′′(x − x′) будут иметь вид: 

 

 

 

 

Sw′′(ω) =  |H(ω)|2SΦ(ω) ω4 = 
SΦ(ω) ω4

|B0 (R)ω4+ <C>|2
,                                      (17) 

 

Kw′′(x − x′) = 2 ∫
SΦ(ω) cos[(x−x′)ω]ω4dω

|B0 (R)ω4 +<С>|2

∞

0
.                                          (18) 
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Тогда дисперсия изгибающих моментов при (x − x′) = 0 запишется в виде:

DM (R) =  B0
2(R)Kw′′(0) = 2B0

2(R)∫
SΦ(ω) ω4dω

|B0 (R)ω4 +< С > |2

∞

0

.  (19) 

Спектральная плотность SΦ(ω) функ-

ции Φ(x) c учетом (10)  будет иметь вид: 

SΦ(ω) =  Sq(ω) + (
<q>

<C>
)
2

SC(ω).  (20)

Входными случайными процессами при 

изгибе железобетонной балки в стохастиче-

ской постановке являются случайная функ-

ция нагрузки q(x) и случайная функция ко-

эффициента постели C(x). Если задать кор-

реляционные функции случайных входных 

случайных функций в виде, например: 

Kq(ζ) = Dqe
−ρ|ξ| ,

(21) 

Kc(ζ) = Dce
−υ|ξ| cosφξ,

где Dq и Dc – дисперсии внешней нагрузки 

на  балку и коэффициента отпора грунта; 

ρ, υ, φ – коэффициенты, методика опреде-

ления которых приведена в [9]; ξ – расстоя-

ние между произвольными коррелирован-

ными сечениями балки, то в этом случае 

спектральные плотности этих функций бу-

дут иметь вид дробно-рациональных функ-

ций: 

SC = 
υ

π
Dc {

1

[(ω − φ)2 + υ2]
+ 

+
1

[(ω+φ)2+υ2]
}, (22) 

Sq = 
2ρ

π
Dq (

1

ω2 +ρ2). (23) 

В этом случае  спектральная плотность 

SΦ(ω) функции Φ(x) будет равна:

SΦ(ω) =  
2ρ

π
Dq (

1

ω2 +ρ2
) + (

<q>

<C>
)

2 υ

π
Dc {

1

[(ω−φ)2+υ2]
+ 

1

[(ω+φ)2+υ2]
} .          (24) 

При принятых выше в виде (21) корре-

ляционных функциях нагрузки Kq(ζ) и ко-

эффициента постели Kc(ζ) и соответствую-

щей им спектральной плотности SΦ(ω)
нахождение дисперсий прогибов Dw и из-

гибающих моментов DM  по формулам (16)  

и (19) сводится к вычислению интегралов 

от дробно-рациональной функции вида: 

In = ∫
gn(iω)dω

h(iω)h(−iω)
, 

∞

−∞
(25) 

где gn(iω) и h(±iω) – многочлены следую-

щего вида: 

gn(z) = a0 z
2n−2 + a1 z

2n−4 + ⋯+ an−1,  (26) 

hn(z) = b0 z
n + b1 z

n−1 + ⋯+ bn,  b0  ≠ 0 .  (27) 

Интеграл вида (25) аналитически вы-

числяется следующим образом [10]: 

In =  πi(−1)n−1 Nn

a0 Dn
,        (28) 

где Nn – детерминант матрицы, составлен-

ной из коэффициентов многочленов gn(z) и

hn(z):
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 Nn  = det 

[
 
 
 
 
 

a0 d1,2     d1,3   ⋯ d1,n

a1 d2,2      d2,3   ⋯ d2,n

a2 d3,2      d3,3  ⋯ d3,n

   ⋮ ⋮           ⋮       ⋮
an−1 dn,2      dn,3   ⋯ dn,n

 

 ]
 
 
 
 
 

= det

[
 
 
 
 

a0 b0     0      0   ⋯ 0
a1 b2    b1     0   ⋯ 0
a2  b4     b3     b2  ⋯ 0
   ⋮  ⋮        ⋮        ⋮       ⋮

an−1  0       0       0⋯ bn

 

 ]
 
 
 
 

 ,             (29) 

 

здесь  dm,r = b2m−r,  при  этом bk = 0, если 

k < 0 или k > n; Dn – определитель матрицы, 

составленной из коэффициентов многочле-

на hn(z): 
 

 Dn  = det

[
 
 
 
 
 
 
 d1,1     d1,2   d1,3  d1,4     ⋯ d1,n

d2,1    d2,2   d2,3   d2,4    ⋯ d2,n

d3,1    d3,2    d3,3  d3,4    ⋯ d3,n

d4,1   d4,2    d4,3   d4,4    ⋯ d4,n

⋮        ⋮          ⋮         ⋮       ⋮
 dn−1   dn,2   dn,3  dn,4    … dn,n  ]

 
 
 
 
 
 

=  det

[
 
 
 
 
 
 
b1 b0      0      0       ⋯ 0
b3 b2      b1     b0     ⋯ 0
b5 b4       b3      b2    ⋯ 0
 b7 b6     b5      b4     … 0
⋮ ⋮         ⋮        ⋮       ⋮
0 0       0       0   … bn  ]

 
 
 
 
 
 

.          (30) 

 

Детерминант  Dn совпадает с определи-

телем Гурвица и, так как система устой-

чива, то определитель  Dn всегда больше 0. 

Наконец, учитывая, что все вышеприве-

денные выкладки были выполнены для кон-

кретной реализации кубиковой прочности 

бетона R, которая является случайной вели-

чиной с гауссовым распределением pR(R) с 

параметрами: математическое ожидание 

<R> и дисперсия DR. В этом случае пара-

метры распределений прогибов и изгибаю-

щих моментов  в балке с учетом того, что 

жесткость балки является функцией куби-

ковой прочности бетона, будут иметь вид: 

 

< w > = ∫ < w(R) >
∞

−∞
pR(R)dR; Dw = ∫ Dw

∞

−∞
(R)pR(R)dR;  DM = ∫ DM

∞

−∞
(R)pR(R)dR. (31) 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Таким образом, получены вероятност-

ные параметры прогибов и изгибающих мо-

ментов в железобетонной балке на упругом 

стохастически неоднородном основании, за-

груженной стационарной случайной рас-

пределенной нагрузкой с учетом случайной 

прочности бетона. Данные параметры поз-

воляют оценить вероятность разрушения бал-

ки и обеспечить ее прочность с необходи-

мой вероятностью. 
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