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В работе решается задача математического моделирования квазиста-

тического процесса деформирования нити утка при формировании много-

слойной тканой структуры. Разработана геометрическая модель много-

слойной тканой структуры. Получена математическая модель квазиста-

тического деформированного состояния нити утка многослойной тканой 

структуры, учитывающая функциональную связь между возникающими в 

сечениях нити утка нормальными напряжениями и ее относительным 

удлинением. Модель позволяет определить геометрические характеристи-

ки элемента утка и силовые характеристики в его поперечных сечениях в 

зависимости от геометрических и физических параметров многослойной 

тканой структуры. 

The problem of mathematical modeling of the quasistatic deformation process 

of the weft thread during the formation of a multilayer woven structure is solved. A 

geometric model of a multilayer woven structure is developed. A mathematical 

model of the quasistatic deformed state of the weft thread of a multilayer woven 

structure is developed, which takes into account the functional relationship between 

the normal stresses arising in the wire sections and its relative elongation. The model 
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makes it possible to determine the geometric characteristics of the weft element and 

the power characteristics in its cross sections, depending on the geometric and physi-

cal parameters of a multilayer woven structure. 
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Композиционные материалы (КМ) нахо-

дят широкое применение в инженерной прак-

тике, так как позволяют создавать конст-

рукции с уникальными массовыми, прочност-

ными, диссипативными и другими характе-

ристиками, которых практически невозмож-

но достичь, используя традиционные конст-

рукционные материалы [1]. 

В настоящее время перспективным нап-

равлением при разработке композитных ма-

териалов является использование в качест-

ве основы объемного материала или префор-

мы детали из различного вида технических 

нитей: углеродных, кремнеземных, кварце-

вых, стеклянных, синтетических, металли-

ческих, магнитных и др.  

К основным текстильным технологиям 

в области создания объемных композитных 

материалов, армированных упрочняющими 

волокнами, относят ткачество и плетение. Од-

ним из наиболее перспективных подходов 

для создания сложных пространственных кон-

струкций как единого композитного мате-

риала является технология ткачества, обес-

печивающая формирование трехмерной кар-

касной структуры требуемого вида и толщи-

ны, а современные технологии специально-

го ткачества и оборудование позволяют по-

лучить разнообразный ассортимент объем-

ных тканых материалов или преформ. 

Разработка КМ по такой технологии не-

возможна без исследования напряженно-де-

формированного состояния (НДС) много-

слойной тканой структуры, отправной точ-

кой в котором является разработка и реше-

ние математической модели статики дефор-

мированного элемента утка. Модель пред-

полагает определение формы его геометри-

ческой оси и сил, действующих в попереч-

ных сечениях по окончании процесса де-

формирования. 

Таким образом, цель работы – разработ-

ка математической модели квазистатическо-

го процесса деформирования нити утка при 

формировании многослойной тканой струк-

туры из металлических нитей. 

В качестве объекта данного исследования 

принята многослойная тканая структура (ткань), 

спроектированная на основе полотняного пе-

реплетения. Для обеспечения требуемой фор-

мы многослойной тканой структуры прини-

маем фазу строения, близкой к первой, при 

условии, что натяжение основных нитей зна-

чительно больше уточной.  

Рис. 1 

На рис. 1 представлены: а) – геометричес-

кая модель многослойной тканой структу-

ры; б) – трехмерная модель многослойной 

тканой структуры; в) – геометрическая мо-

дель элемента утка в среднем слое: dу – диа-

метр нити утка; dо – диаметр нити основы; 

H – высота волны осевой линии нити утка; 

ℓн – геометрическая плотность по основе в 

одном слое; Lн – расстояние между цент-

рами основных нитей в крайних точках вы-
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сот волн изгиба нитей утка; S – ширина 

ячейки тканой структуры вдоль утка; D – 

ширина многослойной тканой структуры; L – 

длина многослойной тканой структуры; k – 

толщина многослойной тканой структуры. 

Исходную модель взаимодействия нитей 

в зоне формирования многослойной тканой 

структуры будем строить на базе механики 

жестких нитей, опирающейся на основные 

гипотезы и допущения теории изгиба стерж-

ней в соответствии с [2]. Также при реше-

нии задачи о деформации нити утка следует 

принять во внимание следующее: уток – аб-

солютно жесткий и при формировании мно-

гослойного тканого элемента не имеет про-

скальзывания относительно нитей основы; 

действительные характеристики напряже-

ние-деформация при растяжении и сжатии 

одинаковы; нити работают в условиях плос-

кого изгиба без скручивания; форма изогну-

той нити утка содержит прямолинейный 

участок между соседними нитями основы; 

процесс формоизменения утка сопровожда-

ется увеличением его длины в зоне выраба-

тываемого полотна, которое в основном идет 

за счет деформации растяжения, так как вы-

борка концов утка из зоны вне полотна ог-

раничена рядом факторов и скольжения ут-

ка в его осевом направлении относительно 

нитей основы не происходит [3]. 

Считая известными величинами фазу стро-

ения тканой основы, диаметры основы и ут-

ка, ширину ячейки, определим угол φо охва-

та нитью утка нить основы и длину ℓп сво-

бодного прямолинейного участка элемента 

утка. 

 
 

Рис. 2 

 

Принятое тканое переплетение позволя-

ет рассмотреть в качестве элементарного объ-

екта переплетения фрагмент уточной нити 

ОО1 между соседними нитями основы (рис. 2 

– геометрия деформированного элемента 

утка). 

Тогда можно записать следующие соот-

ношения: 

 

H = 2h,  Lн = 2ℓн,  ℓн = S + do.     (1) 
 

Из рис. 2 очевидно, что ⊿AEKи ⊿CFK по-

добные, так как AE=CF и ∠AEK=∠CFK=α1. 

Тогда: 

AE =
do + dy

2
,                      (2) 

 

sin (α1) =
AE

AK
=
CF

KC
 ,              (3) 

 

но AE = CF, тогда следует, что 

 

AK = CK =
ℓн
2
.                   (4) 

 

Угол φо  охвата нитью утка нити основы 

находится из соотношения 
 

φо = arcsin (
do + dy

ℓн
).          (5)

 
 

Длина деформированного элемента утка 

ℓd, с учетом h = do + dy: 

 

ℓd = φоh + ℓп,                (6) 
 

где h – высота волны осевой линии нити 

утка. 

Длину ℓ свободного прямолинейного участ-

ка элемента утка в соответствии с расчет-

ной схемой определим следующим обра-

зом: 

ℓп = ℓнcos(φо).                (7) 
 

Относительное удлинение  εs уточины 

(ее геометрической оси) будет равно: 

 

εs =
φоh + ℓп

ℓн
− 1.             (8) 
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Так как в зоне между выделенными се-

чениями внешних осевых сил, действующих 

на элемент утка, нет, то величина относи-

тельного удлинения его геометрической оси εs 

будет постоянной по всей длине. 

При решении данной задачи стоит обра-

тить внимание на то, что размеры попереч-

ного сечения нити утка не малы, по сравне-

нию с радиусом кривизны ее центральной оси, 

то есть происходит изгиб нити за предела-

ми упругости и необходим учет изменения 

длин волокон нити утка в зависимости от рас-

стояния их до центра кривизны. 

В зоне изгиба относительное удлинение 

εs отвечает выражению: 

𝛆𝐬 =
𝐫𝐬−𝐫н

𝐫н
 ,  (9) 

где 𝐫𝐬 – радиус кривизны геометрической 

оси уточины;  𝐫н – расстояние до нейтраль-

ного слоя волокон уточины. 

Для рассматриваемого случая: 

𝐫𝐬 =
𝐝𝐨+𝐝𝐲

𝟐
. 

Тогда расстояние до нейтрального слоя 

утка в зоне его изгиба на основании (9) с 

учетом (8) будет равно 

𝐫н =
𝐫𝐬 + 𝓵н
𝛗о𝐡 + 𝓵п

.  (𝟏𝟎) 

Зная 𝐫𝐬 и 𝐫н, можно определить ε отно-

сительное удлинение произвольного слоя 

нити в зоне изгиба, нормальную силу N и 

изгибающий момент М в поперечном сече-

нии уточины интегралами [2]: 

𝐍 = ∫𝛔(𝛆)𝐝𝐅,     𝐌 = ∫𝛔(𝛆)𝐳𝐝𝐅.   (𝟏𝟏) 

Для вычисления (11) необходимо экспе-

риментальное исследование характеристи-

ки напряжение-деформация σ(ε) материала 

нити утка и представление ее аналитиче-

ской зависимостью. Например, как в [4], в 

виде параболической зависимости, полу-

ченной методом наименьших квадратов. В 

раскрытом виде данные интегралы показа-

ны в работе [5]. 

Рассмотрим элемент геометрического 

строения тканой структуры в разрезе вдоль 

нити утка среднего слоя. В зоне контакта 

(рис. 3-а) на элемент утка со стороны нитей 

основы действует распределенная нагрузка 

q(β), интенсивность которой можно заме-

нить приведенной в концевое сечение нити 

утка сосредоточенной силой, разложенной 

на две составляющие qx и qz, и приведен-

ным моментом Mq. 

На рис. 3 представлена расчетная схема 

к приближенному определению поперечных 

усилий Qz.  

 а)  б)  в) 

Рис. 3 
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Очевидно, 

 

{
  
 

  
 qx = ∫ ro

φо

0

q(β)sin(φo − β)dβ,

qz = ∫ ro

φо

0

q(β)cos(φo − β)dβ,

Mq = ∫
roq(β)

2

φо

0

cos(φo − β)dβ.

   (12) 

 

Определение зависимости q(β) представ-

ляет определенные сложности, так как не-

обходим учет смятия нитей в зоне контакта. 

Предположим, что для рассматриваемого сред-

него слоя данной тканой структуры в месте 

охвата нити утка нитью основы площадка кон-

такта невелика. Тогда в приближении мож-

но принять: 

 
q(β) = q(β = 0) = Nsinφo.     (13) 

 

Тогда (12) можно записать: 

 

{
  
 

  
 qx = ∫ ro

 φо

0

Nsinφosin(φo − β)dβ,

qz = ∫ ro

 φо

0

Nsinφocos(φo − β)dβ,

Mq = ∫
roNsinφo

2

 φо

0

cos(φo − β)dβ.

   (14) 

 

 

С другой стороны, на элемент утка со сто-

роны нитей основы действует усилие R (рис. 3-а), 

полагая, что нити контактируют как при 

геометрическом контакте двух цилиндров с 

перекрещивающимися осями – в точке. 

Поперечные усилия Qz в концевых сече-

ниях есть результат силового взаимодейст-

вия нити утка с нитями основы. Это утвер-

ждение можно доказать, выполнив промежу-

точное сечение нити утка плоскостью, па-

раллельной ее поперечному сечению, и рас-

смотрев равновесие одной оставшейся час-

ти, например, правой (рис. 3-б). Запишем ус-

ловие равенства проекций всех сил на ось OZ: 
 

Rz - Qz + Qzcos(φ0) - qz + Nsin(φ0) = 0.  (15) 

 

Поперечные усилия Qz находятся из усло-

вия равновесия М=0 для всего выделен-

ного элемента утка (рис. 3-в). Приняв М0=0, 

имеем:  

 

2Mq-Qzℓн+Rzℓн-qzℓн-qx(h-ry)+Nh+qxry=0. (16) 

 

Решая совместно уравнения (5), (9)...(16), 

определим силы  Qz, Rz, qz взаимодействия 

нити утка с нитями основы в зависимости 

от фазы строения, геометрических парамет-

ров многослойной тканой структуры, ха-

рактеристики σ(ε)  материала утка при допу-

щении о прямолинейности геометрической 

оси утка в зоне между двумя соседними ни-

тями основы. Решение для уточной нити 

верхнего слоя может быть получено на ос-

новании формул (5), (9)...(16), исключив уси-

лие R. 

Определение сил, действующих со сто-

роны нити утка на нити основы, открывает 

возможность определения требуемых пока-

зателей напряженно-деформированного со-

стояния многослойной тканой структуры. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Рассмотрена геометрическая модель 

многослойной тканой структуры с учетом 

геометрических характеристик нитей утка 

и нитей основы. 

2. Разработана математическая модель ква-

зистатического деформированного состоя-

ния нити утка многослойной тканой струк-

туры, учитывающая функциональную связь 

между возникающими в сечениях проволо-

ки нормальными напряжениями и ее отно-

сительным удлинением.  

3. Модель позволяет определить геомет-

рические характеристики элемента утка и 

силовые характеристики в его поперечных 

сечениях в зависимости от параметров мно-

гослойной тканой структуры: высоты вол-

ны геометрической оси нитей утка, плотнос-

ти по основе, диаметров нитей основы и утка. 

4. Поставлена задача анализа напряжен-

но-деформированного состояния многослой-

ной тканой структуры. 
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