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Разработаны аналитические зависимости для диаграмм деформирова-

ния замороженного бетона и арматуры, и на основе разработанных диа-

грамм построены физические соотношения для расчета стержневых желе-

зобетонных конструкций в конечных приращениях (на приращениях нагрузок). 

Физические соотношения в конечных приращениях позволяют заменить 

многоитерационные методы решения задач с учетом физической нелиней-

ности бетона и трещинообразования на более эффективные слабоитераци-

онные и безитерационные.  

Developed analytical relationships for the deformation diagrams of frozen con-

crete and reinforcement. On the basis of the developed diagrams, physical relations 

for the calculation of rod reinforced concrete structures in finite increments (at in-

crements of loads) are made. 

Physical relations in finite increments allow to replace multi-iterative methods 

of solving problems taking into account the physical nonlinearity of concrete and 

cracking with more effective weakly iterative and non-iterative methods. 
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Исходные диаграммы деформирования бе-

тона и арматуры в условиях действия  низ-

ких отрицательных температур. Прини-

маются аналитические зависимости для диа-

грамм, представленные в работах [1], [2], с 

дополнительным введением поправочных 

коэффициентов βТЕ, βТR и βТε, учитыващих 

влияние отрицательных температур соот-
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ветственно на модуль, прочность бетона в вер-

шине диаграммы (на Rb) и значение относи-

тельных деформаций в вершине диаграммы. 

При этом модуль замороженного бето-

на, который обозначается bT , равен: 

 

bT bβ   .                    (1)  

 

Напряжения в вершине диаграммы замо-

роженного бетона: 

 

bT b R
ˆ ˆσ σ β ,                  (2) 

 

где b bσ̂ R  – призменная прочность бетона 

при t 20 C  .  

Продольные деформации в вершине диа-

граммы замороженного бетона: 

 

bT b ε
ˆ ˆε ε β ,                       (3) 

 

где bε̂  – деформации в вершине диаграммы 

при t 20 C  , которые определяются по ука-

заниям [7]. 

Значения коэффициентов TEβ , TRβ  и Tεβ   

исследованы в [3], [4] на основании анализа 

данных экспериментальных исследований 

[5], [6]. Показано, что на значение этих ко-

эффициентов существенное влияние оказы-

вают такие технологические факторы, как во-

доцементное отношение (В/Ц) и влажность 

W образцов бетона начала действия отри-

цательных температур на основании дан-

ных экспериментальных исследований, пред-

ставленных в [5], [6]. 

Определив bTσ̂ , bTε̂ , bT , можно вычис-

лить коэффициент секущего модуля, соот-

ветствующий вершине диаграммы деформи-

рования бетона в замороженном состоянии: 

 

bT
bT

bT bT

σ̂
ν̂

ε̂



 .              (4) 

 

Секущий модуль для промежуточных уров-

ней нагружения: 

 

b

bT

σ
η

σ̂
                         (5) 

определяется по зависимости из [1] с уче-

том замены bν̂  на bTν̂ : 

 

    2

b bT bT 1 1
ˆ ˆν ν 1 ν 1 ω η 1 ω η      , (6) 

 

где 1ω  – параметр кривизны диаграммы, 

 

1 bT
ˆω 2 2,5ν  . 

 

Вычисляя bν  для различных уровней нап-

ряжений bσ , можно определить соответству-

ющие значения деформаций бетона по фор-

муле: 

 

b
b

b bT

σ
ε

ν



.                  (7) 

 

Представленные выше зависимости от-

носятся к определению деформаций бетона 

при сжатии.  

Диаграмма деформирования тяжелого бе-

тона при одноосном растяжении корректи-

руется следующим образом. В зависимос-

тях (8)...(10) bσ  заменяется на btσ , btσ̂  на btTσ̂ , 

bν  на btν , btν̂  на btTν̂ , b btR R . 

При этом  

 

btT bt Rtσ̂ R β ,                            (8) 

 btT bt b0 bT

b0

ν̂ 0,6 0,15R / R / γ ,

R 2,5 МПа,

 


        (9) 

 

где согласно данным экспериментальных ис-

следований [8] можно принять: 

 

Rt

W% 3% 20 C t C
β 1 0,15 0,5

1% 90 C

     
      

    
,  (10) 

bt

W% 3% 20 C t C
γ 1 0,1

1% 90 C

   
    

  
.   (11) 

 

Диаграммы деформирования арматуры. 

На диаграммы деформирования арматуры 

отрицательные температуры оказывают ма-

лое влияние. В связи с этим зависимости меж-

ду напряжениями и деформациями для ар-

матуры могут приниматься в виде:  
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s
s

s s

σ
ε

ν



,                     (12) 

 

где на линейном отрезке диаграммы sν 1 , 

на нелинейном участке sν  определяется по фор-

муле (6), в которой bν , btν̂ , bσ  заменяются 

соответственно на sν , sν̂ , sσ ; последние оп-

ределяются в зависимости от вида нелиней-

ных участков диаграмм деформирования 

арматуры по рекомендациям [1], [7]. Зави-

симости (8) используются для описания де-

формаций железобетонного элемента в се-

чениях или части сечений, где отсутствуют 

трещины и соблюдается условие совмест-

ности деформаций арматуры и бетона (εs= εb). 

В части сечения с трещинами это условие 

нарушается и вводятся средние деформа-

ции εs арматуры на участках между трещи-

нами и напряжения σs арматуры в трещи-

нах, которые определяются по зависимости:  

 

s s s
s

s s s sm

σ ψ σ
ε

ν ν
 
 

,            (13) 

 

где sm s sν ν / ψ , sψ  – коэффициент В.И. Му-

рашева, учитывающий влияние частичного 

сцепления арматуры с бетоном между тре-

щинами на средние деформации арматуры, 

которые определяются по формулам из [2]. 

 

 
 

Рис. 1 

 

 

Общий вид физических соотношений.  

Метод вывода основных физических со-

отношений для расчета стержневых желе-

зобетонных конструкций в общем случае 

косого изгиба и косого внецентренного сжа-

тия указан в [9]. При этом рассматриваются 

стержневые железобетонные элементы не-

которого сложного сечения, подвергнутого 

действию двух изгибающих моментов Mx, 

My, действующих соответственно в плоскос-

тях ОY и OX и нормальной силы N, дейст-

вующий вдоль оси Z  (рис. 1 – расчетная схе-

ма нормального сечения железобетонного эле-

мента). 

Изгибающие моменты и нормальная си-

ла связываются с напряжениями в бетоне и 

арматуре на основе численного интегриро-

вания. Для этого сечение элемента разделя-

ется на i-элементарных участков бетона с 

площадями biA  и координатами центра тя-

жести bxiZ , byiZ  (i – номера участков бето-

на). Каждый арматурный стержень представ-

ляется площадью skA  в части сечения без тре-

щин и площадью sjA  – для участков сечения 

с трещинами ( k, j  – номера арматурных стер-

жней) и фиксируется координатами его 

центра тяжести  syiZ , szxiZ . Вводятся следу-

ющие обозначения для напряжений и отно-

сительных деформаций: 

biσ , bi  – напряжения и относительные де-

формации бетона на i-м участке без трещин; 

sk , sk  – напряжения и относительные де-

формации арматуры на участках без трещин; 

sj , sj  – соответственно напряжения в ар-

матуре в трещинах и ее средние деформа-

ции на участках между трещинами; 
0

bi , 0

sk , 0

sj  – температурные деформации 

соответственно бетона, арматуры в области 

сечения без трещин и арматуры в области 

сечения с трещиной. 

Напряжения bi  в бетоне на участках i 

без трещин, напряжения в арматуре sk  на 

участках без трещин и напряжения sj  в арма- 

туре в трещинах определяются по зависи-

мостям: 
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0

bi i bi b bi

0

sk k sk s k

0

sj j sj s smj

,

,

,

      



       


       

         (14) 

 

где 
bi , 

sk , smj  – коэффициенты секущих 

модулей соответственно бетона, арматуры 

в сечениях без трещин и в сечениях с тре-

щинами, определяемые по представленным 

выше  диаграммам с учетом действия отри-

цательных температур; 0

bi , 0

sk , 0

sj  – темпе-

ратурные деформации: 

 

  

0

bi bi i

0

sk sk k

0

sj sj j

t ,

t ,

t .

  


   


   

              (15) 

 

Здесь i k jt , t , t  – приращения темпера-

туры на участках i, k, j . 

Относительные деформации в бетоне и 

арматуре выражаются через xr  – кривизну эле-

мента в плоскости ZOY, 
yr  – кривизну эле-

мента в плоскости ZOX и 0  – относитель-

ные удлинения на уровне оси Z по зависи-

мостям гипотезы плоских сечений. Для эле-

ментов с трещинами гипотеза плоских се-

чений считается справедливой для средних 

деформаций на участке между трещинами. 

На основе указанных предпосылок уста-

навливаются физические соотношения вида: 

 
0

x 11 12 13 x x

0

y 12 22 23 y y

0

13 23 33 0 t

M D D D r M

M D D D r M

N D D D N

      
     

       
              

,  (16) 

 

где 0

xM , 0

yM , 0

tN  – условные (эквивалент-

ные) усилия, вызываемые температурными 

деформациями 0

bi , 0

sk , 0

sj  и определяемые 

по зависимостям:  
 

0 0 0 0

x bi bi bxi b bi sk sk sxk sk sk sj sj sxj sj smj

i k j

0 0 0 0

y bi bi byi b bi sk sk syk sk sk sj sj syj sj smj

i k j

0 0 0 0

t bi bi b bi sk sk sk sk sj sj sj smj

i k j

М A z E A z E A z E ,

М A z E A z E A z E ,

N A E A E A E ,


         




         

        



  

  

  

                (17) 

 

 

Dij – жесткости элемента, которые вычис- ляются по формулам: 

 

 
2 2 2

11 bi 1bi b bi sk 1sk sk sk sj 1sj sj smj

i k j

12 bi 1bi 2bi b bi sk 1sk 2sk sk sk sj 1sj 2sj sj smj

i k j

13 bi 1bi b bi sk 1sk sk sk sj 1sj sj smj

i k j

2 2

22 bi 2bi b bi sk 2sk

i

D A z E A z E A z E ,

D A z z E A z z E A z z E ,

D A z E A z E A z E ,

D A z E A z E

     

     

     

  

  

  

  

 2

sk sk sj 2sj sj smj

k j

23 bi 2bi b bi sk 2sk sk sk sj 2sj sj smj

i k j

33 bi b bi sk sk sk sj sj smj

i k j

A z E ,

D A z E A z E A z E ,

D A E A E A E .










   

     



      


 

  

  

       (18) 
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Метод преобразования физических соот-

ношений (16)...(18) в физические соотноше-

ния в конечных приращениях. 

Используем подход, разработанный в 

[10], [11]. Соотношения (16)...(18) записы-

ваются для двух ступеней нагрузки 
(n)P  и 

 (n 1) nP P P     и из второй системы 

 n 1  вычитается система  n : 

 

     

   

     

x(n 1) x(n) 11(n 1) x(n 1) 11(n) x(n) 12(n 1) y(n 1) 12(n) y(n)

0 0

13(n 1) 0(n 1) 13(n) 0(n) x(n 1) x(n)

y(n 1) y(n) 12(n 1) x(n 1) 12(n) x(n) 22(n 1) y(n 1) 22(n) y(n)

23(n 1) 0(n 1

M M D r D r D r D r

D D M M ,

M M D r D r D r D r

D

    

  

    

 

     

     

     

    

     

   

0 0

) 23(n) 0(n) y(n 1) y(n)

(n 1) (n) 13(n 1) x(n 1) 13(n) x(n) 23(n 1) y(n 1) 23(n) y(n)

0 0

33(n 1) 0(n 1) 33(n) 0(n) t(n 1) t(n)

D M M ,

N N D r D r D r D r

D D N N .



    

  

   

     

     

  (19) 

Здесь 

   

   

   

x(n 1) x(n) x y(n 1) y(n) y

0 0 0

(n 1) (n) x(n 1) x(n) x

0 0 0 0 0 0

y(n 1) y(n) y t(n 1) t(n) t

M M M ; M M M ,

N M N; M M M ,

M M M ; N N N ,

 

 

 

     

     

     

    (20) 

 

где ΔMx, ΔMy, ΔN – конечные приращения 

моментов Mx , My и силы N; ΔM0
x, ΔM0

y, 

ΔN0
t – конечные приращения условных уси-

лий от действия температуры; аналогично-

конечные приращения кривизны rx и ry и от-

носительных деформаций (0)  составляют: 

 

x(n 1) x(n) x

y(n 1) y(n) y

0(n 1) 0(n) 0

r r r ,

r r r ,

.







  

  

    

         (21) 

 

 

Умножив и одновременно разделив пер-

вые разности в правой части (19) на xr , 

вторые – на yr  и третьи – на 0 , находим: 

 

       

 

       

 

       

11 n 1 x n 1 11 n x nk

11

x n

22 n 1 y n 1 22 n y nk

22

y n

33 n 1 0 n 1 33 n 0 nk

33

12(n 1) y(n 1) 12(n) y(n) 12(n 1) x(n 1) 12(n) x(n)k

12

y x

0 0

13(n 1) (n 1) 13(n) (n)k

13 0

D r D r
D ,

r

D r D r
D ,

r

D ε D ε
D ,

ε

D r D r D r D r1
D ,

2 r r

D ε D ε1
D

2 ε

 

 

 

   

 
















  
  

   


 



13(n 1) x(n 1) 13(n) x(n)

x

0 0

23(n 1) (n 1) 23(n) (n) 23(n 1) y(n 1) 23(n) y(n)

23

0 y

D r D r
,

r

D ε D ε D r D r1
D .

2 ε r

 

   















 
 

   


   
       

   (22) 
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Усреднение побочных коэффициентов вво-

дится, чтобы избежать погрешностей в опре-

делении побочных коэффициентов на прира-

щениях, которые будут приводить к наруше-

нию симметрии и усложнению расчетов. 

С учетом (22) зависимости (16) преобра-

зовываются к виду: 

k k k 0

x 11 12 13 x x

k k k 0

y 12 22 23 y y

k k k 0

13 23 33 0 t

M D D D r M

M D D D r M

N D D D N

        
      

          
              

. (23) 

Зависимости (23), как и зависимости (16), 

могут использоваться в построениях конеч-

ных элементов для расчета стержневых же-

лезобетонных конструкций, эксплуатируе-

мых в условиях действия отрицательных тем-

ператур. Однако конечно-элементные моде-

ли, построенные на основании (23), для ре-

шения задач, учитывая существенную физи-

ческую нелинейность, требуют применения 

шагово-итерационных методов с большим ко-

личеством итераций. Как показал опыт рас-

чета плит и балок-стенок без учета влияния 

температурных деформаций [11], использо-

вание физических соотношений в виде (23) 

позволяет производить расчеты безитераци-

онным или слабо-итерационным методами. 

В Ы В О Д Ы 

1. На основании анализа результатов экс-

периментальных исследований выполнена 

корректировка диаграмм деформирования бе-

тона и арматуры применительно к услови-

ям действия низких отрицательных темпе-

ратур в диапазоне от +20°С до -70°С.  

2. Представлено построение физических

соотношений в конечных приращениях, пред-

назначенных для расчета стержневых желе-

зобетонных конструкций современными вы-

числительными методами (МКЭ и др.) в ус-

ловиях совместного действия нагрузок и зна-

чительных по величине отрицательных тем-

ператур с использованием слабоитерацион-

ных и безитерационных подходов для реше-

ния разрешающих систем уравнений с уче-

том физической нелинейности.  
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