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Рассмотрены взаимодействие нити с цилиндром и прочность скручен-

ной в два сложения нити с учетом жесткости при кручении и изгибе. В двух 

различных задачах механики упругой нити: 1) взаимодействие нити с шеро-

ховатым цилиндром в нелинейной постановке, 2) расчет прочности скру-

ченной в два сложения нити – с единых теоретических позиций получен 

сходственный результат. 

 

Are considered interaction of a string with the cylinder and durability of the 

string braided in two additions in view of rigidity at torsion and a bend. In two 

various problems(tasks) of the mechanics of an elastic string: 1) interaction of a 

string with the rough cylinder in nonlinear statement, 2) calculation of durability of 

the string braided in two additions - from uniform theoretical positions is received 

сходственный result. 
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Сложность задач механики нити раз-

лична. Среди них есть относительно про-

стые и сложные. При расчете гибкой нити 

предполагается, что из внутренних сил в 

ней возникает лишь осевая сила – натяже-

ние T. Но текстильная нить существует как 

одномерное гибкое тело с малой изгибной 

жесткостью лишь потому, что в ней даже 

при отсутствии внешней нагрузки реально 

присутствуют натяжения волокон, перере-

зывающие силы, контактная нагрузка меж-

ду волокнами, внутренние изгибающие и 

крутящие моменты. Статике и движению 

сопротивляющейся изгибу нити посвящено 
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огромное количество работ. При этом ре-

шения получаются зачастую прямо проти-

воположные: часть из них дают уменьше-

ние натяжения ведущей ветви упругой нити 

по сравнению с гибкой нитью [8], другие – 

увеличение. Наиболее полное и корректное 

решение дано в известной статье П.М. Оги-

балова, А.Л. Рабиновича, Н.М. Федотова 

1939 года [1], статьях В.М. Кагана и В.П. 

Щербакова [2], [3], в книгах В.М. Кагана 

[4], В.П. Щербакова [5], [6]. Так же, как и в 

случае упругой нити на поверхности, тео-

рии скрученных нитей зачастую прямо про-

тивоположно объясняют взаимодействие 

одиночных нитей в структуре скрученных. 

В связи с этим в данной статье показана 

связь между этими двумя задачами, позво-

ляющая избежать возможных ошибок. 

 

 
 

Рис. 1 

 

Тонкая нить движется с малой постоян-

ной скоростью в плоскости, перпендику-

лярной оси кругового цилиндра радиуса R 

(рис. 1 – расчетная схема взаимодействия 

упругой нити с цилиндром), от точки A к 

точке D и на участке ВС касается цилиндра. 

Имеем уравнения равновесия упругой 

нити в проекциях на касательную τ и глав-

ную нормаль v: 

 

                      
dT Q

f 0,
ds

  


 

dQ T
f 0,

ds
  


               (1) 

                      
dM

Q 0,
ds

   

 

где fτ  и 
νf  – внешние касательная и нор-

мальная распределенные силы, приложен-

ные к нити. 

Прежде всего надо учесть, что на гра-

нице контактной зоны возникает сосредо-

точенная контактная сила. Необходимость 

возникновения сосредоточенных реакций в 

точках набегания и схода нити с поверхно-

сти показана в [1...5]. Почти все работы в 

рассматриваемой области попросту игно-

рируют стыковку двух участков нити в 

точке набегания B. В данной статье изуча-

ется соответствие отдельных задач, на пер-

вый взгляд, существенно различных, но при 

анализе решений оказывающихся почти 

сходственными. Поэтому этот вопрос влия-

ния сосредоточенной силы на состояние 

упругой нити, являющийся решающим в 

подобных задачах, здесь не излагается.  

 

 
 

Рис. 2 

 

Определим направления перерезываю-

щих сил Q, приложенных на торцах эле-

мента нити длиной ds (рис. 2 – равновесие 

набегающей ветви нити). В точке В силы 

реакции, направленные вверх, содержат со-

средоточенную силу, которая должна быть 

уравновешена поперечной силой, направ-

ленной вниз. На левом торце выделенного 

элемента перерезывающая сила будет 

направлена вверх. Кроме того, из третьего 

уравнения системы (1) при отрицательном 

изгибающем моменте М сила Q тоже 

должна быть отрицательной, то есть нап-

равленной от центра кривизны. На свобод-

ном участке СD нити происходит ее разги-

бание, изгибающий момент уменьшает по 

абсолютному значению отрицательную кри-

визну и поэтому считается положитель-

ным. В точке С сосредоточенная сила реак-

ции уравновешивается перерезывающей 

силой Q, направленной вниз, то есть сила Q 

является положительной. Таким образом, 

уравнения (1) описывают напряженное со-

стояние любого участка нити.  

Рассмотрим равновесие элемента нити, 

соответствующего состоянию участка 1 на-

бегающей на цилиндр ветви нити. В ветви 
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АВ происходит нагрузка – сгибание, 

направление усилий показано на рис. 2. Си-

стема дифференциальных уравнений (1) 

примет вид:  

 

dT Q
= ,

ds ρ
                       (2)    

dQ T
=- ,

ds ρ
                      (3)  

 
dM

=-Q,
ds

                      (4)  

 
dα 1

= ,
ds ρ

                        (5)  

H
M= .

ρ
                        (6) 

 

Из уравнений (2) и (3) определяем кри-

визну оси нити: 

 

1 1 dT
=

ρ Q ds
, 

1 1 dQ
=-

ρ T ds
. 

 

Приравниваем эти выражения и после 

интегрирования получаем первый интеграл 
2 2T +Q =C.  Отсюда следует, что при отсут-

ствии внешних сил векторная сумма внут-

ренних сил – натяжения и перерезывающей 

силы – постоянна. Другими словами, при 

увеличении Q  натяжение нити T уменьша-

ется. Следует ожидать, что по мере искрив-

ления нити на первом участке AB из-за воз-

растания перерезывающей силы натяжение 

будет снижаться. В полной мере сказанное 

относится и к третьему участку CD. 

Чтобы найти произвольную постоян-

ную С, используем наши предположения о 

силах, действующих в точке А. Отсчет угла 

 ведем от направления 
1T , то есть в точке 

А 
0α=α .  Раскладывая силу 

1T  на касатель-

ную и нормальную, получим: 

 

0
1 0α=α

T =Tcosα ,  

0
1 0α=α

Q =±Tsinα .  

 

Знак   выбран потому, что направление 

перерезывающей силы пока неизвестно, хо-

тя предположение о действии поперечных 

сил было нами высказано при рассмотрении 

равновесия элемента нити ранее. Тогда имеем: 

 
2 2 2

1T +Q =T .                       (7) 

 

Из последнего соотношения выражаем 

Q через T и подставляем в (2). С учетом (5) 

получаем: 

2 2

1

1 dT dα
= .

ds dsT -T
               (8) 

 

После интегрирования имеем: 

 

1

T
arcsin =α+C

T
, или   

1

T
sin α+C = .

T
 

 

В точке А угол 
0α=α , натяжение, с од-

ной стороны, равно 
1 0T=Tcosα ,  с другой, из 

последнего равенства  1T=Tsin α+C .  Тогда 

новая произвольная постоянная равна 

C=π/2.  С учетом этого выражение для пе-

ререзывающей силы принимает вид: 

 

 
1 1

π
Q=Tcos α+ =-Tsinα.

2

 
 
 

         (9) 

 

Видно, что наше предположение о 

направлении силы Q от центра кривизны 

подтвердилось. Направление перерезываю-

щей силы рассмотрено столь подробно по-

тому, что это определяет направление сил и 

изгибающих моментов в сечениях всей 

нити и в конечном счете решает вопрос о 

зависимости конечного натяжения нити от 

жесткости при изгибе. 

Подставим выражение для Q в уравне-

ние (4):  

1

dM
=Tsinα.

ds
 

 

Так как  

 

dM dM dα 1 dM M dM
= = = ,

ds dα ds ρ dα H dα
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то последнее уравнение записывается в 

виде: 

1

MdM
=T Hsinα.

ds
 

 

Интегрируя, получаем:  

 
2

1M =-2T Hcosα+C.  

 

Принимая во внимание, что в точке А 

изгибающий момент M=0  и 
0α=α , имеем:  

 

0C=2THcosα .  

Окончательно:  

 

 2

1 0M =2HT cosα -cosα .  

 

Обозначим величину угла  в точке В 

через 
1γ , то есть 

1 Bγ =α .  Тогда в сечении В 

имеем: 

 

B1 1 1T =Tcosγ ,    

B1 1 1Q =-Tsinγ ,    

 2

B1 1 0 1M =2HT cosα -cosγ .  

 

 Так как кривизна оси нити является не-

прерывной функцией (сосредоточенные 

моменты отсутствуют), то радиус кривизны 

в точке В равен R, и B1

H
M = .

R
 

Находим  

 

1 :  
2

1 0 12

H
=2HT cosα -cosγ

R
. 

Отсюда:  

 

1 0 2

1

H
cosγ =cosα - .

2T R
        (10)  

 

Введем безразмерный коэффициент по-

добия 
2

1

H
k= .

2T R
 Этот коэффициент харак-

теризует поведение нити в зависимости от 

жесткости, натяжения и радиуса цилиндра. 

Увеличение радиуса или натяжения равно-

сильно уменьшению жесткости. Случай аб-

солютно гибкой нити соответствует k=0.  

Дальнейший вывод пропускаем, он по-

дробно изложен в указанной выше литера-

туре. Приведем окончательный результат: 

 

 1 2μ φ-γ -γ2 1 1

1 2 2

T cosγ +μsinγ
= e .

T cosγ -μsinγ
   (11) 

 

Угол 
2γ  зависит от силы 

2T . Эта зависи-

мость аналогична выражению (10): 

 

1
2 1 12

2 2

TH
cos cos cos k .

2T R T
          (12) 

 

В равенства (10) и (12) входят значения 

0α  и 
1α . Для их определения надо получить 

уравнения формы оси нити на свободных 

участках 1 и 2. Форма упругой линии зави-

сит от длины нити, то есть от расстояния то-

чек приложения сил T1 и T2 от центра 

окружности, огибаемой нитью. Если при-

нять, что это расстояние достаточно ве-

лико, то можно считать, что 
0 1α =α =0  и 

0 1cosα =cosα =1.  Тогда выражения (10) и 

(12) упростятся: 

 

1cosγ =1-k,  2 1 2cosγ =1-kT T .     (13) 

 

Для оценки влияния жесткости на натя-

жения выберем нить с большой жесткостью 

при изгибе, используемую в материалах 

специального назначения, – нить русар ли-

нейной плотности 29 текс. Данные для рас-

чета: прочность (разрывная нагрузка) 

66,7 Н, жесткость при изгибе 6,8 сН·мм2, 

диаметр цилиндра 0,4 мм, коэффициент 

трения нити по цилиндру 0,25, угол охвата 

в предположении, что нить гибкая – 0,9π, 

натяжение входящей ветви нити 50 сН. 

Если считать нить абсолютно гибкой, по 

формуле Эйлера получаем натяжение на 

выходе 101,4 сН. Вычисления по изложен-

ной теории дают: натяжение 83,1 сН, углы 

1γ =1,286рад, 
2γ =0,967 , действительный 

угол охвата 0,574 рад. Если же учесть кроме 

изгибных перемещений также сдвиговые 

деформации ("балка Тимошенко") [2], [3], 

[5], то имеем: натяжение 77,0 сН, углы 

1γ =1,32 , 
2γ =1,03 . Последний результат яв-
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ляется наиболее точным. Что же касается 

вычислений по формуле Эйлера, то для 

жестких нитей она непригодна; расчеты ни-

тей для технических текстильных материа-

лов возможны только на основе теорий, из-

ложенных в [2], [3], [5]. 

В литературе не раз отмечалось, что 

только благодаря упругой природе нитей 

текстильные материалы существуют как 

одно- и двумерные гибкие твердые тела. В 

скрученной в два сложения нити даже при 

отсутствии внешних сил и моментов име-

ются [6]: приведенная к осевой линии нити 

контактная нагрузка: 

 

 
0 3

1
q =B ,

4R 1+e
 

 

натяжение каждой из нитей в составе скру-

ченной: 

 2

1
T=B ,

4R 1+e
 

 

перерезывающая сила:  

 

 2

1+2e
Q=B ,

4R 1+e
 

 

изгибающий момент:  

 

 
и

1
M =H ,

2R 1+e
 

 

крутящий момент: 

 

 к

1+2e
M =B .

2R 1+e
 

Здесь обозначены: B – жесткость при 

кручении; e= H B  – отношение жестко-

стей. Так же, как и в предыдущей задаче, 

для скрученных нитей разработаны много-

численные теории, зачастую прямо проти-

воположно объясняющие взаимодействие 

одиночных нитей в структуре скрученных. 

Во всей отечественной литературе суще-

ствует единственная (на наш взгляд, оши-

бочная) точка зрения – контактная нагрузка 

увеличивает прочность скрученной нити. 

Покажем, как и в задаче о взаимодействии 

жесткой нити с шероховатым цилиндром, 

влияние жесткости нити при кручении и из-

гибе на прочность скрученной нити, осно-

вываясь на книге [6]. 

Сечение каждой из двух нитей представ-

ляет собой круг радиусом R, а осевая линия 

нити – винтовую линию с углом подъема β 

и радиусом, равным радиусу поперечного 

сечения крученой нити, то есть тоже R. 

Кривизна винтовой линии является посто-

янной, 2

3κ =sin β R , кручение 
1κ =sinβcosβ R . 

Между нитями вдоль винтовой линии воз-

никает контактная равномерно распреде-

ленная нагрузка интенсивностью q. У вин-

товой линии главная нормаль v пересекает 

ось нити под прямым углом и совпадает с 

ее радиусом. Возьмем на поверхности од-

ной нити произвольную точку касания. 

Вследствие свойств винтовой линии нор-

маль v в этой точке  является одновременно 

нормалью к поверхности второй изогнутой 

по винтовой линии нити. Последователь-

ность точек касания образует ось крученой 

нити. Линия контакта, образуемая точками 

касания ось крученой нити, является пря-

мой линией (рис. 3 – к равновесно скручен-

ной нити). 

 

                
 

                                      Рис. 3                                                                                 Рис. 4 
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Система самоуравновешенных внутрен-

них сил, действующих в сечении крученой 

нити, сводится к моментам M1 и M2, силам 

T1 и Q1. Общее для двух нитей сечение не 

перпендикулярно осевым винтовым ли-

ниям каждой из них. Поэтому рассматрива-

емые в сечении крученой нити моменты М1 

и М2 не могут быть ни крутящими, ни изги-

бающими так же, как силы T1 и Q1 не явля-

ются соответственно ни растягивающей, ни 

перерезывающей. В сечениях, перпендику-

лярных оси каждой из нитей, возникают из-

гибающий момент Ми, крутящий момент 

Мк, растягивающая (натяжение) T и перере-

зывающая Q силы (рис. 4 равновесие сил и 

моментов). Выражение, связывающее силу, 

действующую в сечении крученой нити Q1, 

с контактной равномерно распределенной 

нагрузкой интенсивностью q, возникающей 

между нитями вдоль винтовой линии: 

1Q =qRctgβ. В скрученной нити, нагружае-

мой усилием Pk, появляется натяжение оди-

ночных нитей T, распределенная нагрузка 

интенсивностью q. Вводится приведенная к 

осевой линии нити контактная нагрузка q0, 

равная 
0q =qcosβ. Натяжение T связано с q0 

соотношением [6]:  

 

 2 2 2

0 3 2

TR +Bcos β sin β
q =

R (1+cos β)
.          (14) 

 

Связь натяжения T одиночных нитей с 

усилием Pk, растягивающим скрученную 

нить, описывается формулой: 

 

 k 0

2
P = T-q R

cosβ
.           (15) 

 

Если натяжение T становится равным проч-

ности одиночной нити T*, то соответствен-

но приходим к прочности скрученной *

kP .   

Теперь заметим, что нагрузка q0 в соот-

ветствии с (15) уменьшает прочность скру-

ченной нити *

kP .  В свою очередь q0 опреде-

ляется соотношениями 
1Q =qRctgβ , 

1 1Q=Q cosβ-Tsinβ  и, таким образом, обу-

словливается перерезывающей силой Q. 

Так же, как и в предыдущей задаче о взаи-

модействии упругой нити с цилиндром, по-

лучаем сходственный результат: с увеличе-

нием перерезывающей силы натяжение Pk 

уменьшается. Здесь с возрастанием крутки 

увеличивается и кривизна винтовой линии 

(одиночной нити), и перерезывающая сила, 

и, следовательно, нагрузка q0 (рис. 5 – зави-

симость прочности нити от вторичной 

крутки).  

 

 
 

Рис. 5 

 

Здесь нами даже не затрагивается реаль-

ный экстремальный характер зависимости 

прочности скрученной нити от крутки. В 

[7] изложены качественные и количествен-

ные соображения, позволяющие объяснить 

наблюдаемое изменение *

kP (α).  

 

В Ы В О Д Ы 

 

В двух различных задачах механики 

упругой нити: 1) взаимодействие нити с 

шероховатым цилиндром в нелинейной по-

становке, 2) расчет прочности скрученной в 

два сложения нити – с единых теоретиче-

ских позиций получен сходственный ре-

зультат. 
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