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ного состояния в двухвалковом модуле. Разработаны математические модели 

напряжений трения в двухвалковом модуле, связывающие касательные и нор-

мальные напряжения, распределенные по кривым контакта валков. 
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Центральной задачей теории контакт-

ного взаимодействия двухвалковых моду-

лей является аналитическое описание зако-

номерностей распределения нормальных и 

касательных контактных напряжений. 

В определении закономерностей рас-

пределения контактных напряжений основ-

ными факторами являются модели напря-

жений трения, связывающие касательные и 

нормальные напряжения, распределенные 
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по кривым контакта валков [1]. Существует 

достаточно много математических моделей 

напряжений трения, полученных теорети-

ческими, экспериментальными или экспе-

риментально-теоретическими методами 

[2...4]. Из существующих моделей напря-

жений трения наибольшее распростране-

ние получила модель Амонтона [2], [3]. Од-

нако модель Амонтона не имеет достаточ-

ного физического обоснования, экспери-

ментально не подтверждена и, естественно, 

законом не является. Ее можно рассматри-

вать как допущение, используемое только 

для зон скольжения [1]. А также корректная 

модель напряжений трения для зоны при-

липания в двухвалковых модулях пока не 

создана. Поэтому модели напряжений тре-

ния, используемые в настоящее время в 

теории контактного взаимодействия двух-

валковых модулей, считаются приближен-

ными [1]. По этой причине полученные с 

использованием их теоретические кривые 

распределения контактных напряжений 

рассматриваются как приближенные. Сле-

довательно, они не соответствуют экспери-

ментальным эпюрам и не обеспечивают вы-

сокую точность прогнозирования парамет-

ров контактного взаимодействия в двухвал-

ковых модулях. 
 

 
 

Рис. 1 
 

Целью работы является моделирование 

напряжений трения в асимметричном двух-

валковом модуле. В этом двухвалковом мо-

дуле валки расположены относительно вер-

тикали наклоном справа, имеют неравные 

диаметры и эластичные покрытия из мате-

риалов с различными жесткостями, слой 

материала имеет равномерную толщину и 

подан наклоном вниз относительно линии 

центров (рис. 1 – схема сил в двухвалковом 

модуле). 
Анализируем сначала напряженное со-

стояние в контактном взаимодействии слоя 

материала и нижнего валка, происходящее 

по кривой контакта А11А12. 
Кривая контакта валка состоит из двух 

участков А11А13 и А13А12 (рис. 1). На 

участке А11А13 происходит сжатие слоя ма-

териала и покрытия валка, а на участке 

А13А12 – восстановление. Какая-либо точка 

В11 участка сжатия А11А13 определяется по-

лярными координатами r11 и θ12, а точка В12 
участка восстановления А11А12 – r12 и θп. 

Согласно рис. 1:  
 

-φ11 ≤ θ11 ≤ 0,    0 ≤ θ12 ≤ φ12,        (1) 
 

φ11, φ12 – контактные углы захвата и вы-

хода. 
В установившемся процессе взаимодей-

ствия на валок действуют: сила давления 

прижимных устройств 1Q , горизонтальная 

реакция опор валка 1F , момент сил сопро-

тивления М1, элементарные силы нормаль-

ного давления и трения, действующие по 

всей кривой контакта валка (рис. 1) [5].  
Элементарные силы в зонах сжатия 

(N11, T11) и восстановления (N12, T12) пред-

ставим раздельно. Тогда, рассматривая ва-

лок в равновесии под действием приложен-

ных сил, получаем: 
 

1x 1x 1x 1x

1y 1y 1y 1y

X N T F Q 0,

X N T F Q 0,

 = + + + =


= + + + =




    (2) 

 
где 1x 1yN , N , 1x 1yT ,T  – проекции главных 

нормальных и касательных сил на осях х и 

у, равные сумме проекций главных нор-

мальных и касательных сил в зонах сжатия 
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(j = 1) и восстановления (j = 2): 
 

2

1x 1jx
j 1

N N
=

= ,
2

1y 1jy
j 1

N N
=

= , 

  (3) 
2

1x 1jx
j 1

T T
=

= ,
2

1y 1jy
j 1

T T
=

= . 

Считаем 
2

1x 1jx
j 1

F F
=

= ,
2

1y 1jy
j 1

F F
=

= , 

(4) 
2

1x 1jx
j 1

Q Q
=

= ,
2

1y 1jy
j 1

Q Q
=

= . 

С учетом выражений (3) и (4) система 

уравнений (2) имеет вид: 
 

1jx 1jx 1jx 1jx

1jy 1jy 1jy 1jy

N T F Q 0,
N T F Q 0,

+ + + =


+ + + =
        (5) 

 
или 
 

1jx 1jx 1jx 1jx

1jy 1jy 1jy 1jy

dN dT dF dQ 0,
dN dT dF dQ 0.

+ + + =


+ + + =
  (6) 

 
Из схемы сил зоны сжатия (рис. 1) нахо-

дим: 
 
 

11x 11 11 11dN dN sin( )=  − , 11y 11 11 11dN dN cos( )= −  − , 11x 11 11 11dT dT cos( )= −  − , 

11y 11 11 11dT dN cos( )= −  − , 11x 11dF dF= , 11ydF 0= , 11xdQ 0= , 11y 11ydQ dQ= ,          (7) 
 

где ψ11 – угол между силой dN11 и радиу-

сом r11. 
С учетом этих выражений из системы 

(6) для зоны сжатия имеем: 
 
11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 11

dT cos( ) dN sin( ) dF ,
dT cos( ) dN cos( ) dQ .

 − −  − =


 − +  − =
  (8) 

 
или 
 

11 11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11 11

dF dT cos( ) dN sin( ) .
dQ dT cos( ) dN cos( )

 − −  −
=

 − +  −
  (9) 

 
Так как рассматриваем установившийся 

процесс, то можно считать 
 

1
1

1

F C
Q

= ,                  (10) 

 
где С1 – постоянная величина. 

Отсюда имеем:  
 

1 1 1 1 1
2

1 1

F Q dF FdQd 0
Q Q

  −
= = 

 
   

или   
1

1
1

dF C
dQ

= . 

 

Считая 
 

11
11

11

dF C
dQ

= ,                  (11) 

 
из равенства (9) получим 
 

11 11 11 11 11 11

11 11 11 11 11 11

dT sin( ) C cos( ) .
dN cos( ) C sin( )

 − +  −
=

 − −  −
 

(12) 
 

Элементарные силы связаны с контакт-

ными напряжениями соотношениями [5]:  
 

2 2
11 11 11 11 11dN n r r ' d= +  , 

(13)    
2 2

11 11 11 11 11dT t r r ' d= +  , 
 

где n11 = n11(θ11), t11 = t11(θ11) – соответ-

ственно, нормальные и касательные силы 

(напряжения), распределенные по зоны 

сжатия кривой контакта валков. 
Подставляем выражения (13) в равен-

ство (12), затем преобразуем согласно вы-

ражениям  
11

11 2 2
11 11

rcos
r r '

 =
+

, 11
11 2 2

11 11

r 'sin
r r '

 =
+
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и получаем зависимости, связывающие ка-

сательные и нормальные напряжения в точ-
ках зоны сжатия нижнего валка: 

 
11 11 11 11 11 11 11 11

11 11
11 11 11 11 11 11 11 11

(sin C cos )r (cos C sin )r 't n
(cos C sin )r (cos C cos )r '

 +  −  − 
=

 −  +  + 
,      -φ11 ≤ θ11 ≤ 0,             (14) 

 
Формулу, связывающую касательные и 

нормальные напряжения в точках зоны вос-

становления нижнего валка, получим ана-

логично. 
Она имеет вид: 

 
12 12 12 12 12 12 12 12

12 12
12 12 12 12 12 12 12 12

(sin C cos )r (cos C sin )r 't n
(cos C sin )r (cos C cos )r '

 +  −  − 
=

 −  +  + 
,     0 ≤ θ12 ≤ φ12,          (15) 

 
Заметим, что в точке кривой контакта, 

лежащей на линии центров, выполняются 

граничные условия t11(0) = t12 (0), n11 (0) = 
= n12 (0), r11 (0) = r12 (0) = R10, r'11 (0) = r'12(0) = 
= 0. 

Эти условия приводят к равенству С11 =  
= С12. Тогда из выражения (10) и (11) 

имеем: 
С1 = С11 = С12 = F1/Q1.              (16) 

 

Следовательно, из уравнений (14) и (15) 

получим модель напряжений трения для 

нижнего приводного валка: 

 
1 11 1 11 11 1 11 1 11 11

11 11
1 11 1 11 11 1 11 1 11 11

1 12 1 12 12 1 12 1 12 1

2

11

2
12

1 1 1 12 12 1 12 1

11

o

 (Q sin F cos )r (Q cos F sin )r 't n ,
(Q cos F sin )r (Q cos F cos )r '
(Q sin F cos )r (Q cos F sin )r 't
(Q cos F sin c

 

)r (Q os F c

0, +  −  − 
=

 −  +  + 

 +  −  − 



− 

=
 − +  +

 

112
12 1

2 1
2

2n , .
s

 
)r

0
'








  




        (17) 

 
В рассматриваемом двухвалковом мо-

дуле верхний вал – свободный. В этом слу-

чае действующие на верхний валок силы 2F  

и 2T  меняют направление [5]. Поэтому в 

формулах системы (17) величины t2j (j = 1,2) 
и F2 имеют обратные знаки. В связи с этим 

модель напряжений трения для верхнего 

валка имеет вид: 

 
2 21 2 21 21 2 21 2 21 21

21 21
2 21 2 21 21 2 21 2 21 11

2 22 2 22 22 2 22 2 22 2

2

21

2
22

2 2 2 22 22 2 22 2

21

o

 (Q sin F cos )r (Q cos F sin )r 't n ,
(Q cos F sin )r (Q cos F cos )r '
(Q sin F cos )r (Q cos F sin )r 't
(Q cos F sin c

 

)r (Q os F c

0, +  −  − 
=

 −  +  + 

 +  −  − 



− 

=
 − +  +

 

222
22 2

2 2
2

2n , .
s

 
)r

0
'








  




       (18) 

 
 
Системы уравнений (17) и (18) опреде-

ляют модели напряжений трения в рассмат-

риваемом двухвалковом модуле. Они уста-

навливают связь между силами, действую-

щими на валки двухвалкового модуля с 

напряжениями, распределенными под воз-

действием этих сил. Анализ этих моделей 

показал, что они описывают модели напря-

жений всех частных случаев рассматривае-

мого двухвалкового модуля. 

Преобразуем формулу (14) с учетом вы-

ражения 11
11

11

r 'tg
r

 =  и С11 = С1: 

 

 

11 1 1 11 11
11 11

1 11 11 1 11

(tg C ) (1 C tg )tgt n
(1 C tg ) (tg C )tg

 + − −  
=

−  +  + 
. 
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Полагая теперь C1 = tgξ11, перейдем к 

выражению 
 

t11 = tg(θ11 – ψ11 + ξ1)n11.            (19) 
 
Аналогично преобразуем модели напря-

жений трения t12, t21, t22. 
Обобщая их, имеем: 
 

tij = ±tg(θij - ψij ± ξi)nij,        (20) 
 

где 
ij

ij
ij

r '
arctg

r
 = , i

ij
i

Farctg
Q

 = , здесь зна-

ки плюс относятся к приводному нижнему 

валку (i=1), знаки минус относятся к сво-

бодному верхнему валку (i = 2). 
Формулы (20) определяют модели нап-

ряжений трения валков в рассматриваемом 

двухвалковом модуле в упрощенном виде. 
Разработанные математические модели 

напряжений трения валков устанавливают 

связь между нормальными и касательными 

напряжениями, распределенными по кривой 

контакта соответствующего валка, как в зо-

нах скольжения, так и в зоне прилипания. 
Из формулы (20) следует, что 
 

f(θij) = ±tg(θij – ψij ± ξi),        (21) 
 

где 
ij

ij
ij

t( )
f ( )

n( )


 =


. 

Если соотношение касательных и нор-

мальных напряжений считаем как коэффи-

циент трения, то f(θij) определяемые форму-

лами (21), означают, что коэффициенты 

трения двухвалковых модулей величины 

переменные. 
В формулах (21) углы ψij определяют 

податливости покрытий валков и слоя ма-

териала. Они изменяются в пределах [0; θij], 
то есть 

 
0 ≤ ψij ≤ θij.              (22) 

 
Двум предельным положениям угла ψij 

соответствуют два предельных расположе-

ние кривых контакта валков. Когда ψij = 0, 
тогда покрытие валка не деформируется 

(рис. 2 – схема расположения угла ψ). По-

этому кривые контакта будут частями 

окружностей с радиусами Ri и определя-

ются уравнениями rij = Ri. Когда ψij = θij, то-

гда слой материала не деформируется (рис. 

2). В этом случае кривые контакта будут ча-

стями прямой, являющейся продолжением 

поверхностей слоя и определяются уравне-

ниями 
i ij

ij
ij

R cos
r

cos


=


. 

 

 
 

Рис. 2 
 
Таким образом, можно считать ψij = 

= kijθij, где 0 ≤ kij ≤ 1. Тогда из (21) имеем:  
 

f(θij) = ±tg((1-kij)θij ± ξi).        (23) 
 

     
 

Рис.  3          Рис. 4 
 
Для наглядного представления о харак-

тере влияния податливости контактирую-
щихся тел и внешних сил на рис. 3 (измене-

ние коэффициента трения при различных 

F
Q

,  когда  k = 0,25:  1 – F
Q

=0;  2 – F
Q

=0,05; 
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3 – F
Q

=0,1) и рис. 4 (изменение коэффици-

ента трения при различных k, когда 
F
Q

 = 

= 0,05: 1 – k = 0; 2 – k = 0,25; 3 – k = 0,5) пред-

ставлены изменения коэффициента трения 

при изменяющихся параметрах k и 
F
Q

.В 

нейтральных точках f(φi3) = 0 или (1-ky)φi3± 
± ξi = 0, где φi3 – нейтральный угол i-валка. 

Отсюда имеем: 
 

i
i3

ij1 k


 = 
−

.              (24) 

 
Эти формулы определяют величины 

нейтральных углов в рассматриваемом 

двухвалковом модуле. 
По формулам (24) выполнены расчеты 

нейтральных углов. Результаты расчетов 

показали, что с увеличением угла ξi угол φi3 
линейно увеличивается. Согласно выраже-

нию i
ij

i

Farctg
Q

 =  увеличение ξi означает 

увеличение силы Fi. В связи с этим можно 

сказать, что чем больше силы Fi, тем левее 

от линии центров нейтральная точка. 
 

В Ы В О Д Ы 
 

1. Получены модели напряжений тре-

ния асимметричного двухвалкового мо-

дуля. Эти модели показывают, что между 

касательными и нормальными напряжени-

ями, распределенными по кривым контакта 

валков, имеется нелинейная связь, на кото-

рую влияют форма кривых контакта вал-

ков, геометрические и силовые параметры 

двухвалкового модуля. 
2. Выявлено, что коэффициенты трения 

в двухвалковом модуле изменяются в зави-

симости от коэффициента k, определяю-

щего податливости контактирующихся тел, 

и коэффициента 
F
Q

, определяющего внеш-

ние силы, действующие на валки, линейно. 
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