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В статье рассматривается вариант математического моделирования 

эксплуатационных процессов полимерных текстильных материалов, на ос-

нове которого можно проводить прогнозирование указанных процессов этих 

материалов любой степени сложности – от процессов простой релаксации 

и простой ползучести до сложных деформационно-восстановительных про-

цессов и процессов обратной релаксации с чередованием нагрузки и разгру-

жений. 
 
The article considers a variant of mathematical modeling of polymeric textile 

materials operational processes, on the basis of which it is possible to predict the 
indicated processes of these materials of any degree and complexity - from simple 
relaxation and simple creep processes to complex deformation-recovery processes 
and reverse relaxation processes with alternating loading and unloading. 
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Известные подходы к анализу эксплуа-

тационных процессов полимерных тек-

стильных материалов, к которым, в основ-

ном, относятся деформационные процессы, 

основаны на описании обобщенных экспе-

риментальных кривых релаксации и ползу-

чести с помощью нормированных релакса-

ционных функций и функций запаздыва-

ния, в качестве которых наиболее часто вы-

бирается интегральная кривая нормального 

распределения по логарифмической шкале 

приведенного времени.  
Ввиду различного комплексного со-

става и макростроения полимерных тек-

стильных материалов исследование меха-

нических свойств некоторых из них, осо-

бенно многокомпонентных материалов, 

бывает затруднено наличием у них услож-

ненного спектра времен релаксации и за-

паздывания ввиду наложения друг на друга 

элементарных спектров, соответствующих 

составляющим материал компонентам [1].  
Это обстоятельство стимулировало по-

иск математических моделей деформаци-

онных процессов на основе новых релакса-

ционных функций и функций запаздыва-

ния, соответствующих усложненным спек-

трам. При построении математической мо-

дели вязкоупругости учитывалось, как тре-

бование к минимальному числу параметров 

математической модели, так и их физиче-

ская обоснованность [2].  
Упрощение математической модели 

вязкоупругости достигается за счет учета 

нелинейности в интегральных ядрах релак-

сации и запаздывания в виде задания функ-

ций среднестатистических времен релакса-

ции и запаздывания.  
Один из рассматриваемых вариантов 

математического моделирования деформа-

ционных процессов полимерных текстиль-

ных материалов построен на основе вероят-

ностного распределения Коши релаксиру-

ющих и запаздывающих частиц [3]: 
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где tE  – модуль релаксации; σtD  – подат-

ливость, t – время; nε1 b  – параметр интен-

сивности процесса релаксации; n1 b   – па-

раметр интенсивности процесса ползуче-

сти;   – время релаксации (время за кото-

рое проходит половина процесса релакса-

ции при величине деформации);   – время 

запаздывания (время, за которое проходит 

половина процесса ползучести при вели-

чине напряжения); tE =   – модуль ре-

лаксации; 0E  – модуль упругости; E  – 
модуль вязкоупругости; tD =    – по-

датливость; D0 – начальная податливость; 
D  – предельная равновесная податли-

вость; ε – деформация; σ – напряжение; t  
– функция релаксации и t  – функция 

ползучести, заданные в виде нормирован-

ного арктангенса логарифма приведенного 

времени (НАЛ). 
Предложенный вариант наиболее под-

ходит для прогнозирования деформацион-

ных процессов полимерных текстильных 

материалов сложного макростроения, так 

как известно, что сумма случайных вели-

чин, распределенных по нормированному 

закону Коши, также распределена по этому 

же закону. То есть, если предположить, что 

релаксирующие и запаздывающие частицы, 

составляющих текстильных материалов ни-

тей, распределены по внутренним време-

нам релаксации и запаздывания по закону 

Коши, то можно считать, что и макрорелак-

сирующие и макрозапаздывающие частицы 

распределены по этому закону [4].  
Несомненным достоинством математи-

ческой модели (1)...(4) является то, что она 

содержит минимальное число параметров, 

имеющих ясный физический смысл:  
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- асимптотические значения модуля 

релаксации и податливости;  
- структурные параметры bnε и bnσ 

характеризуют скорость процессов релак-
сации и ползучести – указанные параметры 

соответствуют логарифму приведенного 

времени "полурелаксации" (половина 

процесса релаксации при деформации ε 
происходит в интервале времени  t t , t  , 

где ( ) nln t b   = − , ( ) nln t b   = ) и 

"полузапаздывания" (половина процесса 

ползучести при напряжении σ происходит в 

интервале времени  t t , t  , где 

( ) nln t b   = − , ( ) nln t b   = ));  
- функции времен релаксации 

( )1 1f ln t  =   и времен запаздывания 

( )1 1f ln t  =  , характеризующие 

сдвиги кривых "семейств" релаксации и 

ползучести вдоль логарифмическо-вре-
менной шкалы содержатся, соответст-
венно, в структурно-деформационно-вре-
менном аргументе-функционале [5]: 
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и в структурно-сило-временном аргументе-
функционале  
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Относительно медленная сходимость 

функции НАЛ (например, по сравнению с 

интегралом вероятности) к своим асим-
птотическим значениям позволяет интер-
полировать модуль релаксации Eεt и по-
датливость Dσt  в достаточно широком 

временном диапазоне, что дает возмож-
ность прогнозирования как быстротеку-
щих, так и длительных деформационных 

процессов. 
Следует заметить, что выбор нормиро-

ванной функции для математической 

модели вязкоупругих свойств полимерных 

материалов осложняется тем, что нельзя 

априорно отдать преимущество какой-то из 

них. Основным критерием для отбора 

служит эксперимент. Наличие нескольких 

нормированных функций для моделиро-
вания позволяет сделать более правильный 

выбор и тем самым повысить надежность 

прогнозирования [6].  
Исследование вязкоупругих характери-

стик полимерных текстильных нитей на ос-

нове предложенной математической мо-

дели (1)...(4) показало, что расчетное значе-

ние модуля упругости E0 выше, чем рассчи-

танное с применением математических мо-

делей, основанных на других нормирован-

ных функциях, и близко к акустическому 

значению Eак, что также физически обосно-

вано, так как скорость распространения 

упругих взаимодействий в полимерных 

текстильных нитях близка к звуковой. Из-

менилось в сторону уменьшения и значение 

модуля вязкоупругости E , характеризую-

щего нижнюю асимптоту модуля релакса-

ции в длительных процессах, что, по сути, 

расширяет диапазон релаксации. Анало-

гичный вывод можно сделать и о процессе 

ползучести. Данное обстоятельство вы-

годно отличает функцию НАЛ от ранее 

применявшихся нормированных функций 

релаксации и запаздывания (например, ин-

теграла вероятности, функции Кольрауша, 

гиперболического тангенса и др.) [7]. 
Таким образом, использование норми-

рованной функции НАЛ в качестве основы 

математической модели вязкоупругости 

позволяет с достаточной степенью точ-
ности моделировать деформационные свойст-
ва полимерных текстильных нитей. Ука-
занное моделирование расширяет деформа-
ционно-временные и сило-временные гра-
ницы прогнозирования деформационных 

процессов. Аналитическое задание функ-
ции НАЛ и принадлежность ее к классу 

элементарных функций упрощает диффе-
ренциально-интегральные преобразования 

в рамках рассматриваемой математической 

модели и облегчает процесс нахождения 

вязкоупругих характеристик [8]. 
Для математического моделирования 

релаксации и ползучести могут приме-

няться и другие нормированные функции 
φεt и φσt. Большое разнообразие применя-
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ющихся функций положительно сказыва-

ется на точности прогнозирования. Крите-

рием подбора функции является степень от-

клонения расчетных значений по математи-

ческим моделям (1)…(6) от эксперимента. 
Кривые "семейства" релаксации, полу-

ченные при разных значениях деформации, 

можно параллельным сдвигом вдоль лога-

рифмическо-временной шкалы на вели-

чину ( )ε 1ln τ t : 
 

ε

ε 1 1

τt tln =ln -ln
τ t t

              (7) 

 
наложить на обобщенную кривую модуля 

релаксации Eεt, аппроксимированного ма-

тематической моделью (1). Данное преоб-

разование "семейства" релаксации осно-

вано на, так называемой, деформационно-
временной аналогии.  

По величине указанных сдвигов опреде-

ляется функция ( )ε 1ln τ t , задающая, по 

сути, времена релаксации τε. Структурный 

параметр интенсивности процесса релакса-

ции ε1 b  определяется как коэффициент 

подобия обобщенной кривой модуля релак-

сации и нормированной функции (3). 
Расположение обобщенной кривой мо-

дуля релаксации εtE  позволяет определить 

асимптотические значения 0E  и E . 
Таким образом, задание математиче-

ской модели релаксации (1) позволяет по 

экспериментальному "семейству" релакса-

ции определить основные характеристики 

процесса релаксации, которые в дальней-

шем используются для прогнозирования 

деформационных процессов. 
Аналогично по экспериментальному 

"семейству" ползучести определяются па-

раметры процесса ползучести: асимптоти-

ческие значения 0D  и D , параметр интен-

сивности процесса σ1 b  и функция времен 

запаздывания ( )σ 1ln τ t  [9]. 
Достоверность определения рассмот-

ренных механических характеристик про-

веряется контрольным пересчетом модуля 

релаксации и податливости по формулам 

(1), (2) и сопоставлением полученных зна-

чений с экспериментальными данными. 
На основе вычисленных механических 

характеристик полимеров проводится про-

гнозирование деформационных процессов. 

Для этого пользуются численными мето-

дами решения интегральных уравнений 

Больцмана-Вольтерра наследственного 

типа [10]: 
 

( )
t

s
t 0 t 0 t s

0
E E E ds

s


 −


 =  − − 


  -   (8) 

 
для процесса сложной релаксации и 

 

( )
t

s
t 0 t 0 t s

0
D D D ds

s


 −


 =  + − 


   -    (9) 

для процесса сложной ползучести с инте-

гральными ядрами релаксации и запаздыва-

ния, соответствующими математической 

модели (1)...(6): 
 

t
2

n t

1 1 1 1
t b t1 Wt 

 


=

  +
 =  ,    (10) 

t
2

n t

1 1 1 1
t b t1 Wt 

 


=

  +
 = .   (11) 

 
Уравнения (8), (9) являются определяю-

щими уравнениями нелинейно-наслед-

ственной релаксации и ползучести. Нели-

нейность этих уравнений состоит, прежде 

всего в учете среднестатистических времен 

релаксации τε и ползучести τσ, входящих не-

явно в интегральные ядра релаксации s
s



 

и ползучести s
s



. 

Интегралы, стоящие в правых частях 

уравнений (8), (9), представляют собой 

свертки функции деформации ε или напря-

жения σ с соответствующими интеграль-

ными ядрами, что отражает учет наслед-

ственного характера процессов деформиро-

вания. Данное обстоятельство означает, что 

при численном интегрировании уравнений 

(8), (9) по обратной временной шкале s 
необходимо учитывать вклады деформации 

или напряжения, накопленных к данному 

моменту времени t-s. 
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Преимущество применения для модели-
рования деформационных процессов 

интегральных ядер (10), (11), как следствие 

математической модели (1)…(6), состоит в 

возможности расширения области дове-
рительного прогнозирования в сторону 

"больших" (длительные процессы) и в 

сторону "малых" времен (кратковременные 

процессы) с уменьшением погрешности 

прогноза за счет снижения влияния 

квазимгновенного фактора деформирова-
ния в начале процесса [11].  

Кроме того, повышение точности прог-
нозирования основано на разработанных 

методах вычисления несобственных нели-
нейно-наследственных интегралов (8), (9), 
построенных на неравномерном разбиении 

временной шкалы с учетом специфики 

рассматриваемого процесса.  
Прогнозирование деформационных про-

цессов играет важную роль при исследова-

нии эксплуатационных свойств полимер-

ных материалов, применяемых в различных 

отраслях промышленности. Среди дефор-

мационных процессов наиболее часто 

встречаются деформационно-восстанови-

тельные процессы, а также процессы пря-

мой и обратной релаксации [12].  
Деформационно-восстановительный про-

цесс характеризуется заданием функции 

напряжения σt и является частным случаем 

процесса нелинейно-наследственной пол-

зучести, описываемой уравнением (8). Как 

правило, функция напряжения σt задается в 

ступенчатом виде с чередованием нагрузки 

и разгрузки. Уравнение (9) позволяет также 

прогнозировать процессы ползучести с 

произвольным заданием напряжения. Про-

цессы прямой и обратной релаксации ха-

рактеризуются заданием функции дефор-

мации εt и являются частным случаем про-

цесса нелинейно-наследственной релакса-

ции, описываемой уравнением (8) [13]. 
Проверка работоспособности моделей 

прогнозирования деформационных процес-

сов (8), (9) с учетом (1)...(6) проводится, как 

правило, на простейших процессах растя-

жения с постоянной скоростью деформиро-

вания   посредством построения экспери-

ментальных диаграмм растяжения. По сте-

пени совпадения расчетных значений диа-

граммы с экспериментальными данными 

делается вывод о применимости указанной 

математической модели. Сравнение расчет-

ных значений деформации и напряжения, 

вычисленных по уравнениям (8), (9), с экс-

периментальными данными для более 

сложных деформационных процессов по-

вышает степень надежности прогнозирова-

ния [14]. 
 

В Ы В О Д Ы 
 
Подводя итог рассмотренным методам 

исследования механических свойств поли-
меров, включающих в себя построение 

математической модели вязкоупругости 
полимерных материалов, методики опреде-
ления их механических характеристик, 

методики прогнозирования деформацион-
ных свойств указанных материалов, 

программное обеспечение и др., отметим, 

что немаловажную роль играет удачный 

выбор математической модели.  
Если деформационные процессы одной 

группы полимерных материалов точнее 

прогнозируются с использованием некото-
рой математической модели, то для другой 

группы материалов может оказаться 

предпочтительнее применение другой ма-
тематической модели. Поэтому, чем шире 

набор предлагаемых математических моде-
лей и соответствующих им методик, тем 

точнее могут быть определены механи-
ческие характеристики полимеров и тем 

точнее будет прогноз деформационных 

процессов. 
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