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Рассматриваются двухслойные составные деревокомпозитные балки на 

податливых связях, которые часто применялись и применяются в объектах 

текстильной промышленности. Характерной особенностью составных 

конструкций является нелинейность деформирования связей от сдвигаю-

щих усилий. На основании решения дифференциального уравнения для двух-

слойного составного стержня (А.Р. Ржаницын) представлена математиче-

ская модель, позволяющая производить нелинейный расчет шаговым мето-

дом с учетом меняющегося коэффициента жесткости дискретных связей, 

который является функцией от сдвигающего усилия. Представлен пример 

расчета двухслойного составного элемента на податливых связях, приведены 

результаты сравнения линейного и нелинейного расчетов. 

 

Two-layer composite beams of semi-rigid ties with non-linearly behavior of the 

deformation under the shear forces are considered. Based on the solution of the 

differential equation for a two-layer composite rod of A.R. Rzhanitsyn, a mathemat-

ical model is presented. The model obtained allows to do non-linear calculation us-

ing step method and taking into account the variability of the stiffness coefficient of 

discrete ties, being the function of the shear forces. The results of linear and non-

linear calculations were compared. 
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Введение 

Текстильная промышленность занимает 

одно из важнейших мест среди не только 

легкой, но и мировой промышленности в 

целом. Для многих стран текстильная и лег-

кая промышленность является одной из ос-

новных отраслей экономики, формируя 

бюджеты от 6 до 20% общего объема про-

изводства промышленной продукции. В 

России за последние десятилетия доля от-

расли текстильной промышленности сни-

зилась с 12 до 2% в натуральном выраже-

нии, а производственный персонал – в три 

раза [1], [2].  Тем не менее, предприятия и 

цеха, работающие в отрасли, часто пере-

профилируются, обновляется станочный 

парк, что приводит к необходимости прове-

дения реконструкции, обусловленной пере-

планировкой, увеличением нагрузок [3]. 

Здесь рассмотрены некоторые варианты 

повышения несущей способности балоч-

ных конструкций путем усиления балок пе-

рекрытий и/или включением в работу ба-

лочных конструкций плит и настилов пере-

крытий с различными типами податливых 

связей. Такие композитные конструкции 

могут иметь в своем составе современные 

деревоклееные, стальные, железобетонные 

элементы конструкций, объединенные, как 

правило, стальными податливыми связями 

и/или нагельными группами. Широко рас-

пространены в строительстве балочные 

элементы композитного сечения на основе 

древесины [4...10]; деревобетонные пере-

крытия [11], [12]; сталежелезобетонные пе-

рекрытия [13], [14], в том числе с профили-

рованным стальным настилом, а также ком-

бинации элементов из ДДК, LVL, CLT и 

других материалов [15].  

Методика расчета таких конструкций, 

как правило, базируется на теории состав-

ных стержней А.Р. Ржаницына [16], в ос-

нове которой положена идеально упругая 

работа связей сдвига, равномерно распре-

деленных по длине шва сплачивания эле-

ментов составного стержня. В действитель-

ности, в большинстве случаев работа свя-

зей сдвига будет нелинейной, что обуслов-

лено нелинейностью диаграмм деформиро-

вания материалов. В связи с этим целесооб-

разным является уточнение классической 

методики расчета таких конструкций, что 

предоставило бы возможность учета нели-

нейной работы различных видов составных 

композитных конструкций. 

Методика 

Алгоритм решения рассмотрим на при-

мере двухслойного составного элемента. В 

пределах выделенного участка условно 

предположим непрерывное распределение 

связей по длине контактного шва, что поз-

волит для определения сдвигающих усилий 

использовать решение дифференциального 

уравнения составного элемента, представ-

ленное в [16]:  

 

T''/ T , =  +                 (1) 

 
где Т – функция распределения суммарных 

сдвигающих усилий в шве, накапливаемых 

по длине элемента от его начала до рас-

сматриваемого сечения; ξ − коэффициент 

жесткости связей сдвига; γ, Δ − коэффици-

ент и свободный член дифференциального 

уравнения, определяемые по формулам: 

 
2

1 1 2 21/ E F 1/ E F c / EI; = + +   ( ) ( )0 0

1 1 1 2 2 2 0t N / E A N / E A M t EI, = − + −            (2) 

 

где E1, E2, F1, F2 − модули упругости и 

площади поперечного сечения ветвей со-

ставного стержня; с − расстояние между 

центрами тяжести ветвей; ΣEI − сумма 

жесткостей: ΣEI=E1I1+ E2I2; N01, N02 − 

продольные силы, приложенные к ветвям; 

М0(t) – функция распределения изгибаю-

щего момента в пределах рассматривае-

мого участка. 

В составных элементах усилия между 

связями распределяются неравномерно. Та-

ким образом, в случае нелинейной зависи-

мости ξ(T) (Т – усилие сдвига, приходяще-

еся на связь) необходимо учитывать изме-

нение жесткости шва составной конструк-

ции по длине, следовательно, в уравнении 

(1) нельзя положить, что ξ=const. Для учета 
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данного обстоятельства разбиваем состав-

ную конструкцию по длине на n участков, 

длиной lj, где j – номер участка (рис. 1-а). 

Границы участков определяются расстоя-

ниями между дискретными связями с номе-

рами i=1, 2…, n, n+1, то есть  номер участка 

совпадает с номером левой связи.  

Величина Σℓj обозначает расчетную 

длину элемента: 
n

j

j 1=

=  . 

Коэффициент жесткости связей сдвига в 

пределах участков принимается равно-

мерно–распределенным, равным 

ξj(Ti=j)=С(T)/lj, где С(T) – коэффициент 

жесткости дискретной связи, определяю-

щий величину продольного ее смещения 

при заданной нагрузке.  

На рис. 1 показано: – к расчету составной 

балки: а – схема разбивки составного эле-

мента на участки; б – условная и фактическая 

эпюры суммарных сдвигающих усилий. 

Решение дифференциального уравне-

ния (1) при подстановке в него (2) будет 

иметь вид: 
 

( ) ( )
x

0

T(x) Ash x Bch x t sh (x t) dt,


=  +  +   −
 

  (3) 

где A, B – произвольные постоянные; t –ко-

ордината, по которой производится инте-

грирование; λ – характеристическое число; 

ξ – коэффициент жесткости соединения, 

приведенный к погонному. 

 
 

Рис. 1 

 

Обозначим правую часть выражения (3) 

как функцию Φj(xj), где j – номер соответ-

ствующего участка; xj – координата, отсчи-

тываемая от его начала, слева–направо, та-

ким образом xj=0 в начале участка и xj=lj – 

в конце. В качестве граничных условий, 

связывающих уравнения между собой, 

можно положить равенство сдвигающих 

сил на границах участков: 

 

 T1(ℓ1) = T2(0),   T2(ℓ2) = T3(0),   Tn-1(ℓn-1) = Tn(0) ,                                 (4) 

 

а также равенство на границах участков со-

средоточенных сдвигов Г вдоль разделяю-

щей плоскости шва, которые представляют 

из себя разности смещения нижнего во-

локна вышележащего стержня uн и верхних 

волокон нижележащего стержня uв, то есть: 
 

( ) ( ) '

j j j j j j j j j jj j

j j

A ch x B sh x (x )T '(x )
Г .

  +   +
= =

 
    (5) 

С учетом (3), (4) и (5), а также с учетом 

равенств sh(0)=0; ch(0)=1; Φj(0)=0, можно 

составить систему уравнений для определе-

ния сдвигающих усилий lj jT (x )  по длине 

стержня и произвольных постоянных Ai: 

 

 

( ) ( )l1 l1 l21 1 1 1 1 1 1 1A sh T (0)ch ( ) T ( ) T (0 +  + = = ), 

( ) ( )l2 l2 l32 2 2 2 2 2 2 2A sh T (0)ch ( ) T ( ) T (0 +  + = = ), 

. . . 

( ) ( )n 1 nn n n n 1 n n n n nA sh T ( )ch ( ) T ( ),− − +  + =  

. . . 

( ) ( ) '
l11 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

1 2

A сh T (0) sh ( ) A
 

  +   + 
=

 
,                                       (6) 
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( ) ( ) '
l22 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3

2 3

A сh T (0) sh ( ) A
 

  +   + 
=

 
, 

. . . 

( ) ( ) '
l22 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3

2 3

A сh T (0) sh ( ) A
 

  +   + 
=

 
. 

 

Решая систему (6), получаем значения 

функции распределения сдвигающих уси-

лий lj jT (x )  на границах участков. Цифра 

индекса "ℓj" указывает номер участка. Сос-

редоточенные сдвигающие усилия в дис-

кретных связях определяются из выраже-

ний: 

 

1l1 1T T ( );=     2 1l l2 2 1T T ( ) T ( );= −   …  n n 1l ln n n 1T T ( ) T ( ).
− −= −             (7) 

 

Эпюра сдвигающих нагрузок в действи-

тельности будет иметь скачки. Характер 

условной и фактической эпюры распреде-

ления сдвигающих усилий T  представлен 

на рис. 1-б. 

Для решения системы уравнений (6) 

необходимо задать граничные условия на 

концах, например, для шарнирноопертой 

балки без препятствий сдвигу на торцах 

можно положить равным 
1 nl l nT (0) T ( ) 0.= =  

После вычисления усилий в связях опреде-

ление усилий и напряжений в элементах со-

ставного стержня, а также вертикальных 

перемещений, производится по общим пра-

вилам строительной механики. Для сим-

метричной схемы достаточно рассмотреть 

только половину пролета, длину послед-

него участка в таком случае следует прини-

мать равной расстоянию от крайней в пре-

делах полупролета связи до середины про-

лета элемента.  

Для учета нелинейной работы связей 

расчет может производиться шаговым ме-

тодом. Нагрузка в общем случае приклады-

вается ступенями ΔN, на каждом этапе рас-

чета по значениям усилий в связях уточня-

ется коэффициент жесткости соединений 

ξ=ξ(T) для следующего этапа нагружения. 

С использованием принципа суперпозиции 

усилия и напряжения в связях и ветвях со-

ставного элемента суммируются на каждом 

этапе расчета для получения полных ре-

зультирующих значений. 

На рис. 2 показано: – к расчету состав-

ной балки на податливых связях: а – схема 

балки; б – диаграмма "нагрузка–деформа-

ция" (P–δ) для одиночной связи при дей-

ствии продольного сдвига. 

 

 
 

Рис. 2 

 

Пример расчета. Рассмотрим состав-

ную деревянную балку (рис. 2-а) из древе-

сины сосны класса прочности С22 [17], 

слои которой соединены между собой 

стальными цилиндрическими нагелями, де-

формация связей происходит по нелиней-

ному закону, то есть ξ=ξ(T) (рис. 2-б). Ра-

бота материала предполагается линейно-

упругой. В качестве исходных данных при-

нимаются следующие параметры: расчет-

ный пролет: Σℓ=3 м, размеры поперечного 

сечения ветвей 150×150 мм, шаг расста-

новки связей сдвига 0,3 м. Балка нагружена 

равномернораспределенной нагрузкой 

q=7,5 кН/п.м, величина ступени нагруже-

ния Δq=0,75 кН/п.м. Требуется определить 

максимальные краевые напряжения в вет-

вях составной балки. 

Полупролет балки разбивается на 10 

участков длиной ℓj. Полученная система 

содержит 10 уравнений и 10 неизвестных. 

Изгибающий момент в середине пролета с 
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учетом работы связей сдвига, приходя-

щийся на одну ветвь, определяется по фор-

муле: 
5

0 i
I i 1

в I

M c T

M E I ,
E I

=

−

=



               (8) 

 

где I – момент инерции рассматриваемой 

ветви; М0 – изгибающий момент в середине 

пролета составной балки от действия 

только внешней нагрузки (без учета усилий 

в связях сдвига). 

Краевые нормальные напряжения σx в 

верхней и нижней зоне верхней ветви, а 

также верхней и нижней зоне нижней ветви 

определяются по формулам: 

 
5

i

i 1 в в
x,1

1 1

T
M h

;
F 2I

=

−

 = 


 

(9) 
5

i

i 1 в в
x,2

2 2

T
M h

.
F 2I

= = 


 

 

Для сопоставления результатов произ-

воден расчет в линейной постановке при 

двух значениях жесткости связей сдвига, 

которые принимаются постоянными.  В 

первом случае линейного расчета жест-

кость связей принимается равной тангенсу 

угла наклона касательной к графику δ=f(P) 

рис. 2-б, проведенной через начальную 

точку. Во втором случае – тангенсу угла 

наклона секущей, проведенной через 

начальную и конечную точку кривой, соот-

ветствующую предельной деформации 

нагельных соединений [18]. На рис. 3-а 

представлены графики увеличения сдвига-

ющих усилий в связях на каждом этапе 

нагружения, на рис. 3-б – нормальных 

напряжений в краевых волокнах верхней 

ветви составной балки. 

На рис. 3 представлено: – графики зави-

симости: а – усилий в связях Ti на каждой 

ступени нагружения (нелинейный расчет); 

б – нормальных напряжений σx в краевых 

волокнах верхней ветви. 

Максимальное усилие сдвига в связях 

Т1 составляет 9 кН при нелинейном рас-

чете и 11,22 кН – при линейном, с исполь-

зованием "начального" коэффициента 

жесткости (расхождение 25%). Это значе-

ние превышает предельнодопустимую 

нагрузку на 1 связь согласно рис. 2-б.  

 

 
 

Рис. 3 

 

Таким образом при линейном расчете 

балки может быть принято ошибочное ре-

шение о необходимости увеличения коли-

чества связей вблизи опор, или уменьшения 

их шага расстановки, хотя в действительно-

сти такой необходимости не возникает. При 

учете "секущего" коэффициента жесткости 

связей усилия в них не превышают 62% от 

предельнодопустимого значения, однако в 

таком случае получаются завышенные зна-

чения нормальных напряжений в ветвях со-

ставного элемента. В случае использования 

в расчете "начального" значения жесткости 

связей напряжения получились занижен-

ными на 6% для сжатой зоны, на 29% – для 

растянутой. Расчет с использованием "се-

кущего" коэффициента жесткости дает пре-

вышение значений нормальных напряже-

ний на 23% и 111% для сжатой и растяну-

той зон ветви соответственно. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Разработана математическая модель, 

позволяющая производить расчет двух-

слойных составных стержней с учетом не-

линейной работы связей сдвига расширяю-

щая возможности применения теории А.Р. 

Ржаницына для расчета составных стерж-

ней с нелинейно–деформируемыми свя-

зями.  

2. Использование в расчетах постоян-

ных значений коэффициента жесткости 
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шва не позволят получить достоверные зна-

чения краевых напряжений для оценки 

прочности материала ветвей составного 

элемента. Использование линейных диа-

грамм деформирования связей сдвига, дает 

значительную погрешность (до 111%) и не 

дает реального представления о прочности 

конструкции. Особенно существенное раз-

личие возникает у волокон, примыкающих 

к плоскости разделяющего шва. 
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