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В статье рассматриваются методы цифрового прогнозирования дефор-

мационных и релаксационных процессов полимерных текстильных матери-

алов. Основу такого прогнозирования составляют математические модели 

соответствующих эксплуатационных процессов любой степени сложно-

сти - от процессов простой релаксации и простой ползучести до сложных 

деформационно-восстановительных процессов. 

 

The article discusses methods for digital prediction of deformation and relaxa-

tion processes in polymeric textile materials. The basis of such forecasting is math-

ematical models of the corresponding operational processes of any complexity de-

gree - from the processes of simple relaxation and simple creep to complex defor-

mation-recovery processes. 
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Одним из важных направлений разви-

тия науки о полимерных текстильных мате-

риалах является изучение их деформацион-

ных свойств в области действия неразруша-

ющих нагрузок, близких к условиям их экс-

плуатации, при помощи математического 

моделирования процессов деформирования 

на основе обработки экспериментальной 

информации. Разработка методов цифро-

вого прогнозирования деформационных ре-

жимов эксплуатации полимерных тек-

стильных материалов связана прежде всего 

с расширяющимся их применением в тех-

нических изделиях [1]. 

Данный фактор способствует повыше-

нию значимости математического модели-

рования и цифрового прогнозирования де-

формационных свойств полимеров, по-

скольку это неразрывно связано с реше-

нием задач по сравнительному анализу 

свойств материалов, с исследованиями вза-

имосвязи свойств со структурой, с целена-

правленным технологическим регулирова-

нием свойств, а также с прогнозированием 

кратковременных и длительных механиче-

ских воздействий. Все это способствует по-

вышению эффективности решения техно-

логических задач, а также создает основу 

для оптимизации и управления технологи-

ческими процессами [2]. 

В настоящее время проведены много-

численные исследования деформационных 

режимов эксплуатации полимерных тек-

стильных материалов, в то время как боль-

шое разнообразие материалов доказывает 

необходимость разработки новых методов 

исследования их деформационных свойств.  

Усложнение структуры полимерных 

текстильных материалов существенно ска-

зывается на их эксплуатационных свой-

ствах, что обосновывает поиск новых мате-

матических моделей указанных свойств и 

применение цифровых методов обработки 

экспериментальной информации [3].  

Создание новых методов анализа экс-

плуатационных свойств полимерных тек-

стильных материалов, учитывающих их 

сложное строение, способствует наиболее 

достоверному прогнозированию деформа-

ционных процессов. 

 

Известные подходы к анализу дефор-

мационных свойств полимерных текстиль-

ных материалов основаны на описании 

обобщенных экспериментальных кривых 

релаксации и ползучести с помощью нор-

мированных релаксационных функций и 

функций запаздывания, в качестве которых 

наиболее часто выбирается интегральная 

кривая нормального распределения по ло-

гарифмической шкале приведенного вре-

мени. Данные методики анализа и прогно-

зирования деформационных процессов 

дают хорошие результаты при исследова-

нии полимерных текстильных материалов 

относительно простой макроструктуры 

типа синтетических нитей [4].  

Исследование же механических 

свойств полимеров более сложного макро-

строения и изделий из них затруднено 

наличием у них усложненного спектра вре-

мен релаксации и запаздывания ввиду 

наложения друг на друга элементарных 

спектров, соответствующих составляющим 

материал элементов.  

Это обстоятельство стимулировало по-

иск математических моделей деформаци-

онных свойств на основе новых, по возмож-

ности более простых, релаксационных 

функций и функций запаздывания, соответ-

ствующих усложненным спектрам. При по-

строении теории анализа и обработки экс-

периментальной информации учитывалось, 

как требование к минимальному числу па-

раметров математической модели, так и их 

физическая обоснованность, что должно спо-

собствовать упрощению решения дальней-

ших технологических задач управления [5].  

В настоящее время наилучшие резуль-

таты при математическом моделировании 

эксплуатационных процессов полимерных 

текстильных материалов достигается с ис-

пользованием релаксационных и деформа-

ционных функций, построенных на основе 

вероятностного распределения Коши [6]: 

 

( )t 0 0 tE E E E  = − −  ,         (1) 

( )t 0 0 tD D D D  = + −  ,       (2) 

εt

nε ε

1 1 1 t
φ = + arctg ln

2 π b τ

 
 
 

,     (3) 
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,        (4) 

 

где Eεt – модуль релаксации; Dσt – податли-

вость; t – время 1/bnε – параметр интенсив-

ности процесса релаксации; 1/bnσ – пара-

метр интенсивности процесса ползучести; 

τε – время релаксации (время, за которое 

проходит половина процесса релаксации 

при величине деформации); τσ – время за-

паздывания (время, за которое проходит 

половина процесса ползучести при вели-

чине напряжения); Eεt = σ/ε – модуль релак-

сации; E0 – модуль упругости; E∞ – модуль 

вязкоупругости; Dσt = ε/σ – податливость; 

D0 – начальная податливость; D∞ – предель-

ная равновесная податливость; ε – дефор-

мация; σ – напряжение; φεt – функция ре-

лаксации и φσt – функция ползучести, за-

данные в виде нормированного арктангенса 

логарифма приведенного времени (НАЛ). 

Функция НАЛ, соответствующая веро-

ятностному распределению Коши, обла-

дает существенно более низкой скоростью 

сходимости к своим асимптотическим зна-

чениям, что выгодно отличает ее от ранее 

используемых нормированных функций. 

Предложенный вариант математического 

моделирования наиболее подходит не 

только для прогнозирования кратковремен-

ных и длительных деформационных про-

цессов полимерных материалов, но также и 

для прогнозирования вязкоупругих процес-

сов полимерных материалов сложного мак-

ростроения, так как известно, что сумма 

случайных величин, распределенных по 

нормированному закону Коши, также рас-

пределена по этому же закону. То есть, если 

предположить, что релаксирующие и запаз-

дывающие частицы составляющих поли-

мер микроструктур распределены по внут-

ренним временам релаксации и запаздыва-

ния по закону Коши, то можно считать, что 

и макрорелаксирующие и макрозапаздыва-

ющие частицы распределены по этому за-

кону [7].  

Несомненным достоинством математи-

ческой модели (1)…(4) является то, что она 

содержит минимальное число параметров, 

имеющих ясный физический смысл:  

 

-
0 t

t 0
E limE

→
= , 

t
t

E limE 
→

= ,  

0 t
t 0

D limD
→

= , 
t

t
D limD 

→
=  

 

- асимптотические значения модуля релак-

сации и податливости;  

- структурные параметры bnε и bnσ характе-

ризуют скорость процессов релаксации и 

ползучести – указанные параметры соот-

ветствуют логарифму приведенного вре-

мени "полурелаксации" (половина про-

цесса релаксации при деформации ε проис-

ходит в интервале времени  t t , t  , где 

( ) nln t b 
  = − , ( ) nln t b 

  = ) и "полуза-

паздывания" (половина процесса ползуче-

сти при напряжении σ происходит в интер-

вале времени  t t , t  , где ( ) nln t b 
  = − , 

( ) nln t b 
  = ));  

- функции времен релаксации ( )
1 1f ln t  =   

и времен запаздывания ( )
1 1f ln t  =  , ха-

рактеризующие сдвиги кривых "семейств" 

релаксации и ползучести вдоль логарифми-

ческо-временной шкалы содержатся соот-

ветственно в структурно-деформационно-

временном аргументе-функционале [8]: 
 

1
t

n n 1

t1 t 1 t
W ln ln ln

b b t


   

   
= = +         

 (5) 

 

и в структурно-силовременном аргументе-

функционале  
 

1
t

n n 1

t1 t 1 t
W ln ln ln

b b t


   

   
= = +         

. (6) 

 

Относительно медленная сходимость 

функции НАЛ (например, по сравнению с 

интегралом вероятности) к своим асимпто-

тическим значениям позволяет интерполи-

ровать модуль релаксации Eεt и податли-

вость Dσt в достаточно широком временном 

диапазоне, что дает возможность прогнози-

рования как быстротекущих, так и длитель-

ных деформационных процессов [9]. 

Используя функцию НАЛ для расчет-

ного прогнозирования деформационных 

процессов, авторами был отмечен инте-
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ресный факт, ранее не наблюдавшийся при 

использовании других математических мо-

делей вязкоупругости: у некоторой группы 

полимерных материалов (лавсан и др.) рас-

четное асимптотическое значение модуля 

вязкоупругости оказалось равным нулю 

t
t

(E limE 0) 
→

= = , что теоретически озна-

чает, что процесс релаксации за бесконеч-

нобольшое время протекает полностью. 

Данное обстоятельство соответствует фи-

зической концепции вязкоупругости поли-

меров и несомненно доказывает состоя-

тельность предложенной математической 

модели вязкоупругости (1)…(6). 

Наряду со сказанным следует заметить, 

что выбор нормированной функции для ма-

тематической модели вязкоупругих 

свойств полимерных материалов не может 

быть однозначным и осложняется тем, что 

нельзя априорно отдать преимущество ка-

кой-то из них. Для одних материалов 

наиболее подходит одна математическая 

модель, в то время как для моделирования 

вязкоупругих свойств других материалов 

следует отдать предпочтение другой. Ос-

новным критерием для отбора служит экс-

перимент. Наличие нескольких нормиро-

ванных функций для моделирования позво-

ляет сделать более правильный выбор и тем 

самым повысить надежность прогнозиро-

вания [10].  

Исследование вязкоупругих характери-

стик полимерных материалов на основе 

предложенной математической модели 

(1)...(6) показало, что расчетное значение 

модуля упругости E0 выше, чем рассчитан-

ное с применением математических моде-

лей, основанных на других нормированных 

функциях, и близко к акустическому значе-

нию Eак, что также физически обосновано, 

так как скорость распространения упругих 

взаимодействий в полимерных материалах 

близка к звуковой. Изменилось в сторону 

уменьшения и значение модуля вязкоупру-

гости E∞, характеризующего нижнюю 

асимптоту модуля релаксации в длитель-

ных процессах, что по сути расширяет диа-

пазон релаксации. Аналогичный вывод 

можно сделать и о процессе ползучести. 

Данное обстоятельство выгодно отличает 

функцию НАЛ от ранее применявшихся 

нормированных функций релаксации и за-

паздывания (например, интеграла вероят-

ности, функции Кольрауша, гиперболиче-

ского тангенса и др.) [11]. 

Таким образом, использование норми-

рованной функции НАЛ в качестве основы 

математической модели вязкоупругости 

позволяет с достаточной степенью точно-

сти моделировать деформационные свой-

ства полимерных материалов. Указанное 

моделирование расширяет деформаци-

онно-временные и силовременные границы 

прогнозирования деформационных процес-

сов. Аналитическое задание функции НАЛ 

и принадлежность ее к классу элементар-

ных функций упрощает дифференциально-

интегральные преобразования в рамках 

рассматриваемой математической модели и 

облегчает процесс нахождения вязкоупру-

гих характеристик [12]. 

Прогнозирование релаксации и ползу-

чести полимерных материалов проводится 

на основе известных интегральных соотно-

шений Больцмана-Вольтерра (7) – для про-

цесса нелинейно-наследственной релакса-

ции и (8) – для процесса нелинейно-наслед-

ственной ползучести [13]: 

 

( )
t

t 0 t 0 ,t

0

E E E d   −
 =  − −    ,      (7) 

( )
t

t 0 t 0 ,t

0

D D D d   −
 =  + −         (8) 

 

с интегральными ядрами релаксации и за-

паздывания, соответствующими математи-

ческой модели (1)...(6) [20]: 

 

t

2

n t

1 1 1 1

t b 1 W tt


 


=

  +
 = ,         (9) 

t

2

n t

1 1 1 1

t b 1 W tt


 


=

  +
 = .     (10) 

 

Преимущество применения для моде-

лирования деформационных процессов ин-

тегральных ядер (9), (10), как следствие ма-

тематической модели (1)...(6), состоит в 

возможности расширения области довери-

тельного прогнозирования в сторону "боль-

ших" (длительные процессы) и в сторону 
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"малых" времен (кратковременные про-

цессы) с уменьшением погрешности про-

гноза за счет снижения влияния квазимгно-

венного фактора деформирования в начале 

процесса [14]. 

Кроме того, повышение точности про-

гнозирования основано на разработанных 

методах вычисления несобственных нели-

нейно-наследственных интегралов (7), (8), 

основанных на неравномерном разбиении 

временной шкалы с учетом специфики рас-

сматриваемого процесса. Например, при 

прогнозировании активных (быстропроте-

кающих) процессов, характеризующихся 

ростом скорости деформирования, целесо-

образно разбиение временной шкалы по 

возрастающей геометрической прогрессии 

– с целью наилучшего учета влияния ква-

зимгновенного фактора деформирования в 

начале процесса. При прогнозировании же 

длительных процессов, характеризующих-

ся снижением скорости деформирования, 

целесообразно разбиение временной шка-

лы по убывающей геометрической прогрес-

сии – с целью наилучшего учета длитель-

ных деформационных воздействий [15]. 

 

 
 

Рис. 1  

 

Разработанные методы вычисления ин-

теграла нелинейно-наследственной вязко-

упругости (7), (8) на основе математиче-

ской модели с функцией НАЛ опробованы 

на различных видах деформационно-вос-

становительных процессов и процессов об-

ратной релаксации. Пример расчета дли-

тельного деформационно-восстановитель-

ного процесса лавсановой нити показан на 

рис.1 (деформационно-восстановительный 

процесс лавсановой нити линейной плотно-

сти 114 текс, T=20°C, начальное напряже-

ние σ = 182 МПа, снятие нагрузки при t = 10 

мин (линии – эксперимент, * – расчетный 

прогноз)), где наблюдается близость 

расчетных точек к экспериментальным зна-

чениям. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Предложены методы цифрового 

определения эксплуатационных характери-

стик полимерных текстильных материалов, 

как параметров соответствующих матема-

тических моделей. 

2. Предложены методы цифрового про-

гнозирования деформационных и релакса-

ционных режимов эксплуатации полимер-

ных текстильных материалов в зоне дей-

ствия неразрушающих механических воз-

действий. 

3. Предложены методы анализа дефор-

мационных и релаксационных режимов 

эксплуатации полимерных текстильных 

материалов в зоне действия неразрушаю-

щих механических воздействий на основе 

соответствующих математических моде-

лей, существенно увеличивающих интер-

валы времени, нагрузки и деформации, в 

которых осуществляется расчетное прогно-

зирование эксплуатационных процессов. 
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