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Связь между волокнами в текстильной 

структуре – пряже или ткани – определяет-
ся их сцепляемостью, то есть поверхност-
ными силами трения, упругостью и изви-
тостью. Эти свойства волокон являются 
определяющими при обеспечении качест-
венного разволокнения текстильных 
структур.  

Более точно состояние изотропной во-
локнистой массы в поле векторов дейст-
вующих на нее сил можно описать, приме-
няя теорию потенциалов, в частности, ис-
пользуя более тонкие их свойства в виде 
непрерывности потенциала объемно-
распределенных масс и его частных произ-
водных первого порядка. 

Используя известную формулу Остро-
градского, запишем ее для векторного поля 
u(P) gradpv [1]: 

p p p p p
(V) S

div (ugrad v)dV (u(P)grad Vn)dS ,=∫∫∫ ∫∫
 

где (V) – некоторая конечная область про-
странства, ограниченная гладкой поверх-
ностью (S) или несколькими поверхностя-
ми, а n – единичный вектор внешней нор-
мали к (S); u и v – две произвольные функ-
ции. 

Так как  
 

( )( ) ( )1
p

vu P gradpV n u P  
n

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, 

( ) ( ) ( )p p p p pdiv  u grad v   grad u, grad v u P v= + Δ . 
 
Отсюда 

 

p p p p p p
p(V) (V) S

v(grad u,grad v)dV u(P) vdV u(P) dS
n

∂⎛ ⎞+ = Δ = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫ .                   (1) 

 
 
После преобразования формулы (1) имеем 
 

{ }p p p p
p p(V) S

v uu(P) v v(P) u dV u(P) v(P) dS
n n

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − Δ = −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫∫∫ ∫∫ .                   (2) 

 
Если граница области (S) состоит из не-

скольких замкнутых поверхностей, то каж-
дая из них даст в правой части выражения 

(2) слагаемое того же вида, что и (S).  
Возьмем любую точку А, лежащую 

внутри (V), и опишем вокруг нее сферу 
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(Sδ) малого радиуса δ, чтобы она помеща-
лась внутри области (V), и обозначим  че-
рез (Wδ) часть области (V), состоящую из 
точек, лежащих вне (Sδ).  

Применим формулу (2) к области (Wδ) 

и функции ( )
AP

1v A,P
r

=  при произволь-

ной функции u. 
Найдем оператор Лапласа в сфериче-

ских координатах r, ϑ , φ; при этом 
L  1, L r L r sinϑ ϑ=  = ,  = ϑ  

Тогда  

 
2

2
2 2 2 2 2

AP

1 v 1 v 1 vv r sin
r rr r sin r sin
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = + υ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϑ ∂ϑϑ ϑ ∂ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.                         (3)  

 
Далее по формуле (3), выраженной че-

рез сферические координаты rAP, ϑ , φ с 
началом в точке А, получаем  

 
2

2
p AP2 2 2 2 2

AP APAP AP AP

1 v 1 v 1 vv r sin
r rr r sin r sin

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞Δ = + υ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϑ ∂ϑϑ ϑ ∂ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠
.              (4) 

 
В связи с тем, что v зависит только от rAP, то 
 

2 AP
p AP2

AP AP APAP

1
r1 1v p r 0

r r rr

⎛ ⎞∂⎜ ⎟⎛ ⎞ ∂ ⎜ ⎟Δ = Δ = =⎜ ⎟ ∂ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                   (5) 

 
Выделим из равенства (5) функцию 

AP

с
r

, где с – постоянная величина. Эта 

функция переменных А и Р является ре-
шением уравнения Лапласа pu 0Δ = .  

Очевидно, что A p
AP AP

1 1 0
r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Δ = Δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  

Физически функция 
AP

с
r

представляет 

собой ньютонов потенциал материальной 
точки с массой С.  

Если (V) – некоторая конечная область 
пространства, ограниченная кусочно-
гладкой замкнутой поверхностью (S), а в 
области (V) задана функция ρ(P), которая 
предполагается непрерывной и ограничен-
ной пределами (V), тогда пространствен-
ный интеграл 

 

( ) ( )
P

APV

P
u A dV

r
ρ

= ∫∫∫        (6) 

 
является результатом непрерывного нало-
жения, когда принцип наложения остается 
справедливым, и в том случае, если част-
ных решений uk имеется бесконечно мно-
го, а функция u представляется как ряд по 
uk: 
 

k k
k 1

u c u
∞

=

= ∑ .                    (7) 

 
Или даже когда частные решения ux за-

висят от непрерывно изменяющегося па-
раметра x, а u представляется как интеграл 
по этому параметру: 

 

x xu c u dx= ∫ ,                   (8) 
 
где сх – произвольная функция от х.  

Однако в этих случаях функция u и бу-
дет решением однородного линейного 
уравнения 
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[ ]L u 0,=                     (9) 
 

только, если ряд (7) или интеграл (8) схо-
дятся.  

Решение  
AP

1
r

 уравнения Лапласа, зави-

сящего от параметров ( ), , , Pς η ξ ρ , игра-
ет роль коэффициентов, зависящих от тех 
же непрерывно изменяющихся параметров 

, , .ς η ξ  
В случае кусочно-непрерывной плотно-

сти ( )Pρ  объем (V) распадается на конеч-
ное число объемов, внутри каждого из ко-
торых величина ( )Pρ  непрерывна и огра-
ничена. В этом случае соответствующий 
потенциал представляется в виде конечной 
суммы потенциалов типа (6). 

Если (S) конечная гладкая поверхность, 
на которой задана непрерывная ограни-
ченная функция ( )Pρ , тогда интеграл (6) 
является результатом  непрерывного на-

ложения решения 
AP

1
r

 уравнения Лапласа.  

Вследствие этого функция  ( )Pρ  зада-

на выражением 

( ) ( )
( )

p
APS

P
u A dS

r
ρ

= ∫∫ ,        (10) 

 
и является ньютоновым потенциалом масс, 
распределенных на (S) с поверхностной 
плотностью ρ.  

Потенциал u(A) называется потенциа-
лом простого слоя, а поверхность (S) – не-
сущей поверхностью слоя. Потенциал про-
стого слоя с кусочно-гладкой несущей по-
верхностью и кусочно-непрерывной плот-
ностью представим в виде суммы конечно-
го числа потенциалов с гладкими  несу-
щими поверхностями и непрерывными 
плотностями. Если несущая поверхность 
незамкнута, то мы вправе предположить, 
что она ограничена кусочно-гладкой кри-
вой.  

В точках А, не лежащих на (S), потен-
циал (10) является, очевидно, непрерывной 
функцией от А, любое число раз диффе-
ренцируемой по x, y, z под знаком инте-
грала.  

В частности: 

 

AP
A A P A P3

AP AP(S) (S)

A A P
AP(S)

r1grad u (P) dS (P) dS ,
r r

1u (P) dS ,
r

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ρ Δ = − ρ Δ⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞⎪Δ = ρ Δ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

∫∫ ∫∫

∫∫
                       (11) 

 
то есть потенциал простого слоя удовле-
творяет уравнению Лапласа во всех точках 
пространства, не лежащих на несущей по-
верхности слоя. 

Исследуем поведение потенциала про-
стого слоя на бесконечности так же, как и 
в случае объемно-распределенных масс: 

Pr
(S)

lim ru(A) (P)dS M,
→∞

= ρ =∫∫         (12) 

 
то есть по всей массе, распределенной по 
(S), соблюдается неравенство 

 
2

2
A P P

0 (S) (S)

rr grad u (P) dS 4 (P) dS ,
r r

⎛ ⎞
< ρ < ρ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫∫ ∫∫  

 
где r0 – радиус сферы с центром в начале 
координат, содержащей всю несущую по-
верхность внутри себя, и в то же время 
r > 2 r0 . 

Таким образом, на бесконечности по-
тенциал простого слоя ведет себя как по-
тенциал материальной точки, расположен-
ной в начале координат, причем сосредо-
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точенная там масса равна всей массе, рас-
пределенной по (S).  

Для частных производных первого по-
рядка потенциала простого слоя имеют ме-
сто (как и для потенциала объемно-
распределенных масс) следующие нера-
венства: 

 

2 2 2

u C u C u C, , ,
x y zr r r

∂ ∂ ∂
< < <

∂ ∂ ∂
     (13) 

 
где С – некоторая постоянная. 

Если несущая поверхность является 
поверхностью ограниченной кривизны, то 
она соответствует поверхности Ляпунова и 
потенциал существует в точках самого 
слоя, то есть сходится интеграл (10), когда 
точка А лежит на (S) и является непрерыв-
ной функцией во всем пространстве.  

 

 
 

Рис. 1 
 
Пусть точка А лежит на несущей по-

верхности или на ее границе (рис. 1). Про-
ведем в А нормаль к (S) и опишем вокруг 
этой нормали, как оси, круговой цилиндр 
(Zδ) достаточно малого радиуса δ. Цилиндр 
(Zδ) вырежет на поверхности (S) некото-
рую часть ( )Sδ′ , а оставшуюся часть обо-

значим ( )Sδ′′ .  
В силу одного из условий Ляпунова δ 

можно выбрать настолько малым, чтобы 
( )Sδ′  пересекалась с любой прямой, парал-
лельной нормали к (S) в точке А, не более 
чем в одной точке. В силу другого условия 
выбором δ можно добиться и того, чтобы 
для угла γ между нормалью к (S) в точке А 
и в любой точке Р на ( )Sδ′  выполнялось 

неравенство 1cos .
2

γ ≥  

Выберем любую точку В внутри (Zδ) и 
оценим интеграл: 

( )

P

BPS

dS
r

δ′
∫∫ .                      (14) 

 
Для оценки интеграла проведем через В 

плоскость Д, перпендикулярную оси (Zδ), и  
ортогонально спроектируем точку Р с ( )Sδ′  
на эту плоскость. Проекцией точки Р явля-
ется точка Q.  

Тогда    
 

BP BQr r≥   и  Q
P Q

dS
dS 2dS .

cos
= ≤

γ
 

 
Следовательно,  
 

( ) ( )

QP

BP BQS K

dSdS
2

r r
δ δ′

≤∫∫ ∫∫ , 

 
где (Kδ) – поверхность, получающаяся в 
сечении плоскостью Д  цилиндра (Zδ).  

Тогда    
 

( )

2 2x
Q

BQK 0 0

dS
drd 4 .

r
δ

δ

< ϕ = πδ∫∫ ∫ ∫  

 
Этот интеграл не превышает 2πδ, так 

как при смещении точки В на (Kδ) его наи-
большее значение достигается, когда она 
совпадает с центром сечения (Kδ).  

Следовательно, 
( )

P

BPS

dS
8

r
δ′

≤ πδ∫∫  незави-

симо от положения точки B внутри цилин-
дра (Zδ).  

Отсюда следует, что несобственный 

интеграл   
( )

P
APS

(P)dS
r

δ′

ρ
∫∫   сходится абсолют-

но, а так как ρm – наибольшее значение 
(P)ρ  на (S), то по предыдущей оценке 

имеем  
 

( ) ( )

P
P m m

AP APS S

(P) dS
dS 8

r r
δ δ′ ′

ρ
≤ ρ ≤ πρ δ∫∫ ∫∫ .     (15) 
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Значение потенциала простого слоя в 
точке А имеет вид: 

u(A) u (A) u (A),δ δ′ ′′= +          (16) 
 

где 
( )

P
APS

(P)u (A) dS
r

δ

δ
′

ρ′ = ∫∫ ;  
( )

P
APS

(P)u (A) dS
r

δ

δ
′′

ρ′′ = ∫∫ . 

Таким образом, прямое значение по-
тенциала простого слоя существует во всех 
точках слоя, так как последнее выражение 

является собственным интегралом, а пер-
вое – сходящимся несобственным.  

Для доказательства непрерывности 
функции u(A) во всем пространстве доста-
точно убедительно показать его непрерыв-
ность во всех точках слоя. Если А точка на  
(S) и А1 точка в (Zδ), тогда образуем раз-
ность 

 
{ } { }1 1 1u(A ) u(A) u (A ) u (A) u (A ) u (A)δ δ δ δ′ ′ ′′ ′′− = − + − .                      (17) 

 
По приведенной оценке 

mu (A) 8δ′ < πρ δ   и  u (A) 8δ′′ < πρδ ,  что оз-
начает 

 

1 m
1u (A ) u (A) 16
2δ δ′ ′− < πρ δ < ε ,    (18) 

 

если выбрать  
m32

ε
δ <

πρ
, где 0ε >  – лю-

бое заданное число.  
Выбрав δ, заметим, что потенциал 

u (A)δ′′  заведомо непрерывен в точке А – 

как не лежащей на несущей поверхности 
слоя ( )Sδ′′ . Тогда для всех точек А1, доста-
точно близких к А, должно выполняться 
неравенство   

 

1
1u (A ) u (A)
2δ δ′′ ′′− < ε . 

 
Таким образом, находим, что для всех 

точек А1 из достаточно малой окрестности 
точки А: 

 
1 1 1u(A ) u(A) u (A ) u (A) u (A ) u (A)δ δ δ δ′ ′ ′′ ′′− ≤ − + − < ε ,                     (19) 

 
то есть потенциал простого слоя непреры-
вен во всех точках слоя, а следовательно, и 
во всем пространстве. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
Доказана гипотеза о непрерывности по-

тенциала объемно-распределенных масс 
текстильных отходов, что дает возмож-
ность рассматривать массу текстильного 
материала в процессе разволокнения как 
кусочно-непрерывную среду и применять 
к ней свойства изотропной среды, рас-
сматривая поле векторов объемных и по-

верхностных сил как функцию (в виде 
полного дифференциала) координат и вре-
мени. 
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