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Форма волокон в волокнистом мате-

риале является важнейшим фактором, оп-

ределяющим его свойства. Для ее оценки 

используют либо отдельные характерные 

особенности: наличие и длину крючков, 

извитость, величину миграции по сечени-

ям продукта, показатели крутки, либо ис-

кусственные характеристики, например, 

параметры эллипса с фокусами в концах 

волокна [1]. Очевидно, что получение 

оценки по реальным образцам волокон или 

их изображениям является весьма трудо-

емкой работой даже при ее автоматизации. 

Компьютерное моделирование волокни-

стых материалов в ряде задач требует ими-

тации формы волокна и оценки изменений 

этой формы при определенных воздейст-

виях на материал. Поэтому проблема вы-

бора критериев формы волокна в таких за-

дачах также актуальна. В отличие от ре-

альных волокон, при моделировании фор-

ма волокна имитируется компьютером по 

выбранному алгоритму, и координаты то-

чек волокна известны. Остается лишь вы-

брать подходящий критерий, достаточно 

наглядный, физически осмысленный и не 

требующий больших затрат времени на 

вычисление. Ниже приведены предлагае-

мые критерии и дается оценка их чувстви-

тельности к изменениям формы волокна и 

статистической устойчивости, а также 

критерии взаимного расположения двух 

волокон. 
Критерии формы должны учитывать 

как степень отклонения разных участков 

волокна от его геометрического центра, 

так и направление этих отклонений. По-

этому естественной, на наш взгляд, харак-

теристикой может быть тензор J, который 

в механике называется тензором моментов 

инерции, а в многомерной статистике – 
ковариационной  матрицей.   Если  r(k), k = 
= 1,…,n – радиусы-векторы n реперных 

точек волокна, то элементы J вычисляются 

по формулам: 
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Здесь индексы r, c нумеруют декартовы 

координаты, а вектор rc = (rcr) является 

геометрическим  центром в олокна. Тензор 

J = ||Jrc|| – симметричная, положительно 

определенная матрица [2]. Поэтому квад-

ратичная форма на его основе соответству-

ет эллипсоиду. Собственные числа λ1, λ2, 
λ3 этой матрицы – действительные неотри-

цательные числа, определяющие величины 

главных полуосей эллипсоида, то есть его 

протяженность вдоль этих осей. Поэтому в 

качестве показателей формы волокна 

предлагается использовать эти числа, а 

также инварианты на их основе. Разумеет-

ся, такие показатели не учитывают раз-

личные детали формы волокна, но некото-

рые основные характеристики, такие как 

протяженность вдоль осей координат, ок-

руглость формы, наличие крючков, и др. – 
влияют на их величину.  

В табл.1 приведены некоторые регу-

лярные формы волокна (прямая, окруж-

ность, полуокружность, "крючки", сину-

соида, винтовая линия, волокна случайной 

формы на плоскости) и значения λ1, λ2, λ3 
при длине волокна L= 1 и n = 101. 
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Т а б л и ц а   1  
№№ 
п/п 

Форма Вид λ1 λ2 λ3 

1 Отрезок, L  0,085 0 0 

2 
Один "крючок", 

L/4  0,050 0 0 

3 
Два "крючка", по 

L/8  0,060 0 0 

4 Окружность 

     

0,0125 0,0125 0 

5 
и полуокруж 

ность 
0,0512 0,001 0 

6 
Синусоида, 

ампл,= L/10, пе-

риод = 0,4  
0,042 0,004 0 

7 
Винтовая линия, 

R=L/30, h=L/2  
0,0725 0,0005 0,0005 

8 

 
Волокна случай-

ной формы, L 

 

0,0327 0,0004 0 

8-а Волокно 1 0,0364 0,0003 0 
8-б Волокно 2 0,0310 0,0002 0 
8-в Волокно 3 0,0278 0,0004 0 
8-г Волокно 4 0,0318 0,0003 0 
8-д Волокно 5 0,0337 0,0005 0 

 
 
Как следует из табл. 1, где представле-

ны собственные числа некоторых волокон,  
собственные числа тензора J меняются в 

широких пределах и чувствительны к раз-

личиям в форме волокна, причем не зави-

сят от начала отсчета и угла поворота сис-

темы координат.  
В качестве дополнительной характери-

стики степени закрученности (спиральной 

формы) волокна предлагается использо-

вать распределение угла изгиба линии во-

локна относительно соседнего его участка. 

В качестве оценки этого угла можно взять 

угол между приращениями dr(k) радиусов - 
векторов r(k) реперных точек волокна. Эти 

углы можно вычислить, используя их век-

торное произведение. Однако знака на-

правления dr(k) относительно dr(k-1) это 

произведение не показывает. Например, 

значение угла α = /4 может получиться 

при повороте dr(k) относительно dr(k-1) 
как по часовой, так и против часовой 

стрелки. Для определения знака угла зада-

ем некоторый постоянно направленный 

вектор r, например, ориентированный 

вдоль оси Z: r = (0 0 1),  и вычислим сме-

шанное произведение трех векторов ( r; 
dr(k) ; dr(k-1) ). Как известно [1], его чис-

ленное значение равно объему параллеле-

пипеда, построенного на этих векторах, а 

знак зависит от того, какую тройку векто-

ров: правую или левую, они образуют. По-

скольку r = const, то этот знак определяет-

ся направлением поворота dr(k) относи-

тельно dr(k-1). В итоге получаем формулу 

для угла поворота: 
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Рис. 1 
 
Графики, показывающие изменение уг-

ла α для "регулярных" волокон, приведены 

на рис. 1 (из табл.1 пункты 3…7). Видно, 

что у окружности, полуокружности и вин-

товой линии угол искривления волокна, 

как и следовало ожидать, постоянен. У во-

локна с крючками угол искривления во-

локна равен нулю, причем изменение на-

правления волокна в крючках на противо-

положное (на 180 градусов) не обнаружи-

вается. При синусоидальной форме угол 

искривления волокна меняется как по ве-

личине, так и по знаку периодически вдоль 

длины волокна. 
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Рис. 2 

 
На рис. 2 приведены графики, показы-

вающие распределения углов извитости 

между соседними радиус-векторами ре-

перных точек волокон (пункты 8а…8д, 

табл.1). Как видно из представленных гра-

фиков, распределения для пяти волокон 

незначительно отличаются друг от друга, 

что позволяет сделать вывод о закономер-

ности данных распределений для любого 

множества случайно сгенерированных во-

локон. 
При оценке взаимного расположения 

пары волокон, заданных векторами-
радиусами своих реперных точек r1(j), j = 
=1,…,n1 и r2(k), k = 1,…,n2, очевидно, наи-

более полная информация содержится в 

прямоугольной матрице D расстояний ме-

жду любыми двумя реперными точками 

обоих волокон: 
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     D .              (3) 

 
Для получения интегральной информа-

ции о расстояниях между точками волокон 

предлагается использовать распределение 

значений djk и его числовые характеристи-

ки. Значения min(djk)и max(djk) дают ин-

формацию о величинах наибольшего 

сближения и удаления точек волокон. 

Среднее и медианное значения говорят о 

средней удаленности волокон, а средне-

квадратическое или среднее абсолютное 

отклонения дают обобщенную оценку рас-

хождения между точками волокон. Число 

нулевых расстояний или расстояний, 

меньших некоторого заданного положи-

тельного минимума ε>0, говорит о числе 

точек соприкосновения между волокнами. 
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Рис. 3 
 
На рис. 3 приведены распределения 

расстояний для взаимных расположений 

двух одинаковых по длине волокон (а – 
окружность и прямая, параллельные пря-

мые, перпендикулярные прямые, б – пере-

секающиеся окружности, синусоида и 

прямая, пересекающиеся синусоиды), оце-

ненные по 100 реперным точкам у каждого 

волокна, то есть матрица D содержала 

10000 значений, по которым и строилась 

оценка. 
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В Ы В О Д Ы 
 
1. Предложены критерии оценки фор-

мы волокна и взаимного расположения 

двух волокон. 
2. Дана оценка чувствительности кри-

териев к изменениям формы волокна и 

статистической устойчивости критериев. 
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