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Уравнения движения деформируемого 

слоя (рис. 1 – расчетная схема) в отсутст-

вии массовых сил имеют вид: 
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; j  – 

коэффициент Пуассона; jE ( )  – ком-

плексное представление модуля эффек-

тивной упругости, которое записывается в 

виде: 
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Рис. 1 
 
В работе [1] функции jE ( )  и ( )   

представлены в аналитическом виде: 
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где Еmin и Еmax – соответственно волны ми-

нимального и максимального значения 

модуля упругости материала, зависящие от 

частоты колебаний; β и n – постоянные, 

зависящие от материала. 
На границе двух тел можно задавать 

два типа условий. 
1. В случае жесткого контакта на гра-

нице раздела ставится условие непрерыв-

ности соответствующих составляющих 

тензора напряжений и вектора перемеще-

ния, то есть 
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Если на границе раздела отсутствует 

трение, то 
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2. Ha свободной поверхности ставится 

условие свободы от напряжений, то есть 
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Если вектор перемещений представить 

в виде потенциальной и соленоидальной 

частей, то волновое уравнение в декарто-

вой (x, y, z) и цилиндрической (r, θ, z) сис-

темах координат соответственно будет 

иметь вид: 
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где φ – потенциал продольных волн; 




(ψчψнψя) – потенциал поперечных волн. 
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Потенциальные функции в декартовых 

системах координат удовлетворяют сле-

дующим волновым уравнениям: 
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где 2
pc  = (λ+2μ)/ρ; 

2
sc  = μ/ρ – соответственно 

скорости распространения продольных и 
поперечных волн. 

По известным потенциалам перемеще-

ний определяется перемещение среды: 
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Векторы перемещений, деформаций и 

потенциалы смещения в цилиндрических 
системах координат выражаются в виде: 
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Связь между напряжениями и дефор-

мациями удовлетворяет закону Гука [2]. 
Рассматривается распространение волн 

в диссипативных механических системах, 

состоящих из протяженных плоских или 

цилиндрических тел. 
Для решения некоторых конкретных 

задач используется стандартная линейная 

модель. Одна из наиболее известных форм 

представления уравнения состояния явля-

ется стандартная линейная модель [3], ко-

торая сводится к зависимости между на-

пряжением и деформацией вида: 
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α – постоянная   напряжения   релаксации; 
β – мгновенный центр упругости. 

Соотношения (4) выражают некоторые 

особенности поведения реальных материа-

лов. С помощью следующих соотношений 

можно учитывать вязкоупругие свойства 

материала: 
 

E( )

(1 )(1 2 )

 
 

  
,  

E( )

3(1 2 )


 

 
,   (5) 

 

где 
i i i ir ri r z zU (r, ,z) U i U j U k    

  
; 

i i i ii ii i iU (x,y,z) U i V j W k  
  

; 
iiriU  и r


 –  

 



 

№ 3 (316) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2009 125 

вектор перемещения в цилиндрических и 

прямоугольных координатах; ω – круговая 

частота. 
В работе [3] для решения задачи рас-

пространения волн в цилиндрических те-

лах уравнение движения сводится к реше-

нию уравнения Гельмгольца. Поэтому мы 

приводим ее решение в потенциалах пере-

мещения: 
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Подставляя 
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в (6), получим системы дифференциаль-

ных уравнений: 
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Решение уравнения (7) выражается в 

виде 
 

ie    или  
sin

cos

 
 

 
, 

i zZ e   или  
sin z

cos z

 
 

 
. 

 

Решение  по  θ  удовлетворяет условию 
θ (θ +2π) = θ (θ). Отсюда следует, что ν = n, 
где n – целое число. Решение первого 

уравнения (7) определяется через функции 

Ханкеля: 
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Основной целью этой работы является 

изучение диссипативных свойств плоских 

и цилиндрических протяженных механи-

ческих систем при распространении гар-

монических волн. 
 

В Ы В О Д Ы 
 
На основе теории механики деформи-

рованного твердого тела разработана ме-

тодика определения напряженно-
деформированного состояния сырцового 

валика при взаимодействии с пильным ци-

линдром джина. 
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