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, можно записать в без- размерном виде:
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причем 0 – начальное значение коэффи-
циента Пуассона вязкоупругого материала. 

Заменим теперь интегралы, как это сдела-

но в работе [1], их приближениями при 

помощи конечных сумм. Например: 
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Тогда уравнения (2) и (3): 
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перепишутся в виде: 
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где через Gk и Rk обозначены n kG(t t )  и 

n kR(t t )  соответственно, а величины с 

индексом k есть значения соответствую-

щих функций при t = tk. Эти два уравнения 

составляют систему двух линейных алгеб-

раических уравнений относительно n  и 

nf , решение которой есть 
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Если полагать последовательно n = 2, 
3... и учесть решение уравнений (2) и (3) 

при n = 1, которое имеет вид 
 

1 1 1 1f (2 B H ) / (I 2 B)      , 

1 1 1B( f )     , 

то следующие уравнения: 
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определяют nf  и n  через последователь-

но определенные величины. 
Упругое решение получается просто 

заменой G(t) и R(t) соответствующими 

постоянными G(0) и R(0), что эквива-

лентно операции приравнивания величин  
 

Gk = Gn,  Rk = Rn,  k = 1,2,..., n. 
 
Теперь исследуем учет вязкоупругой 

сжимаемости в анализе напряжений, сле-

дуя работе [2]. Рассмотрим сначала теорию 

для плоской деформации и для осесиммет-

ричных задач вязкоупругости. За исклю-

чением влияния отдельного определяюще-

го соотношения для объемного расшире-

ния анализ аналогичен анализу, рассмот-

ренному выше, в котором материал пред-

полагался упругим при гидростатическом 

сжатии. Так как принимаются условия 

плоской деформации и цилиндрической 

симметрии, то деформации r,  и z и пе-

ремещение u связаны соотношениями (1). 

Напряжения r,  и z удовлетворяют 

уравнению равновесия: 
 

r[0(t), t] p(t)   .              (7) 

 
Касательное напряжение, вызванное 

угловым ускорением, не учитывается. На-

пряжения и деформации удовлетворяют 

определяющим уравнениям вязкоупруго-

сти, которые принимают вид: 
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Последнее уравнение (8) выражает вяз-

коупругое поведение при объемном раз-

решении. Материал с упругим изменением 

объема включается в (8) в качестве частно-

го случая, когда K(t) есть константа. Урав-

нения (8), (9), (10): 
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Следовательно: 
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где f1(t) – произвольная функция, введен-

ная при интегрировании. Чтобы получить 

другое независимое соотношение, связы-

вающее r и u, исключим  и z из урав-

нений (8) и (11). Используя при этом урав-

нение (1), получаем: 
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Чтобы в этом уравнении остались толь-

ко члены, содержащие полные производ-

ные от u, исключим при помощи (11) вто-

рой интеграл в (12). Если вязкость мате-

риала считать малой и несжимаемой, тогда 
t t

i i
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Условия несжимаемости 
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Начальные условия: 
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Условия несжимаемости для U3 имеют 

вид: 
 

3U y(t) / r , 

 
где y(t) – произвольная функция времени. 

Подставив последнее соотношение и 

выражение (11) в уравнение движения и 

проинтегрировав от r() до b, с учетом гра-

ничных условий получаем: 
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Таким образом, динамическая задача 

определения напряженно-деформирован-
ного состояния цилиндра сводится к ре-

шению нелинейного интегрально-диф-
ференциального уравнения (11) относи-

тельно функции y(t) со следующими на-

чальными условиями: 
 

0 0 0y(0) r u (r ) ,  0 0 0y(0) r (r )  . 

 
В Ы В О Д Ы 

 
Разработана общая методика решения 

задачи напряженно-деформированного со-

стояния сырцового валика пильного джи-
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на, которая сводится к решению нелиней-

ного интегрально-дифференциального 

уравнения. 
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