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ДЕФОРМАЦИЯ ОДНОРОДНОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ИЗ ВОЛОКОН, СВЯЗАННЫХ МЕЖДУ СОБОЙ 

 
Д.ЭНХТУЯ  

 
(Московский государственный текстильный университет им. А.Н. Косыгина) 

 
Технологический процесс обработки 

волокнистого сырья представляет собой 
регенерацию смеси, способствует отделе-
нию от нее остевых волокон и увеличивает 
концентрацию пуха при непрерывной цир-
куляции потока из волокон. Обычно цир-
куляцией называется криволинейный ин-
теграл векторного поля, взятый по замкну-
тому контуру. Если же контур не замкнут, 
то этот интеграл называется линейным. 

 

 
Рис. 1 

 
Пусть М – переменная точка дуги АВ 

(рис.1); n – векторная функция точки M. 
Циркуляцией вектора n по дуге АВ являет-
ся значение криволинейного интеграла  

∫
В

А

adn  (криволинейный интеграл берется от 

скалярного произведения). Пусть F(ζ) – 
аналитическая функция и 

 
)(fz ζ= , Ψ+ϕ=ζ=ω i)(F .         (1) 

 
Тогда ω – аналитическая функция z. 

Следовательно, ϕ и ψ, как функции от х и 
у, удовлетворяют двумерному уравнению 
Лапласа. Если одна из них постоянна на 
преобразованной кривой в плоскости ζ, то 
она постоянна и на преобразованной кри-
вой в плоскости z. Найдя решение уравне-
ния Лапласа в какой-нибудь области плос-
кости ξ, η, постоянное на ее границе, и вы-
разив ту же функцию через х и у, получаем 

решение уравнения Лапласа, постоянное 
на преобразованной границе. Благодаря 
этому с помощью конформных отображе-
ний решается множество задач; каждая 
аналитическая функция увеличивает их 
число. 

Если через dσ обозначить элемент 
площадки на плоскости ζ, а через ds – на 
плоскости z, то из соотношений Коши Ри-
мано следует 
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Величина d/dz| ζ |  называется моду-

лем, или коэффициентом растяжения этого 
отображения. 

Если ζ описывает кривую, то близким 
точкам, находящимся слева и справа от 
нее, на плоскости z соответствуют точки, 
находящиеся соответственно слева и спра-
ва от кривой z . Это следует из того, что 
отображение сохраняет направление вра-
щения. Расстояния этих точек от кривой 
умножаются на d/dz| ζ | . Если ω имеет ло-
гарифмическую особенность в обыкновен-
ной точке ζ 0  плоскости ζ, то 
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)('f

zzlnA)(g)ln(A 0
0 +

ζ
−
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где g(ζ) и )z(G  – аналитические функции. 
Поэтому ω имеет и в плоскости z лога-
рифмическую особенность с тем же коэф-
фициентом. 

При интерпретации комплексного по-
тенциала исходим из аналитической функ-
ции (1): 

 
ω = φ + iψ, 
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где ϕ – потенциал скорости; ψ – функция 
тока.  

Тогда 
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где u и v – компоненты скорости, а 
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откуда имеем результирующую скорость.  

Рассматривая кривую, соединяющую А 
и В, получим 
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где В

Аψ   представляет собой поток волок-
новоздушной смеси через кривую, отне-
сенный к единице длины цилиндра с обра-
зующими, перпендикулярными к плоско-
сти х,у.  

Направления ds  и dn  ориентированы в 
соответствии с рис.1, а линейный источник 
в точке 0z , выпускающий волокновоздуш-
ную смесь со скоростью 2πm на единицу 
длины, равный образующей цилиндра, 
имеет комплексный потенциал 

)zzln(m 0− . 
В случае линейного источника волок-

новоздушной смеси при 0zz =  в области, 
ограниченной двугранным углом n π, ком-
плексный потенциал, соответствующий 
такому источнику волокновоздушной сме-
си, равен 
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при этом комплексный потенциал для ζ: 
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2
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−= , 

 
поскольку 0z  – обыкновенная точка пре-
образования.  

Тогда функция тока: 
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Необходимо, чтобы полная функция 

тока была постоянна при η0 = 0. 
Но функция тока будет удовлетворять 

этому условию, если прибавить к ней 
функцию, которая получится из нее заме-
ной η0 на  -η0, тогда 
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удовлетворяет всем условиям: 
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где 00

*
0 iyxz −= .  

В том случае, если число n  – обратное 
целому, этот результат можно получить 
методом изображений. 

При этом вектор сопряженной скорости 
 

ζζ
ω

=
ω
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При =z ζ n ( n  действительно, n )1≠ . 
Преобразование не является конформным 
в начале координат. Поскольку | z | = |ζ| n , 

argnzarg = ζ, то лучи, выходящие из О на 
плоскости z, соответствуют лучам, выхо-
дящим из О на плоскости ζ, а окружности 
с центром О на плоскости z соответствуют 
окружностям с центром О на плоскости ζ. 
Вследствие этого преобразование приме-
нимо к областям, границы которых – дву-
гранные углы. Если фигура на плоскости ζ 
– пара лучей, образующих угол π и отде-
ляющих верхнюю полуплоскость, то лучи 



№ 1 (288) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2006 71

на плоскости z образуют угол πn. Это пре-
образование применимо к двугранным уг-
лам величины ≤ 2π. 

Функция dω/dζ аналитична при z=0, но 
dz d/ ζ при этом ведет себя как 
ζ )n/1(11n z −− = , что стремится к 0 при n > 0 и 
к ∞ при n < 1. Отсюда скорость в вершине 
угла стремится к 0 или к ∞ в зависимости 
от того, n > 0 или n < 1, то есть угол боль-
ше или меньше, чем π.  

Во втором случае классическая теория 
дает недостаточное приближение из-за 
значительной концентрации волокновоз-
душной смеси, реальная смесь проходит 
выступающие углы неплавно. В связи с 
этим выбор пильчатой гарнитуры в зави-
симости от волокновоздушной смеси в 
оболочке имеет существенное значение 
при рассортировке ости и пуха в процессе 
очистки. 

В плоских потоках, у которых все век-
торные и скалярные величины зависят 
только от двух координат и времени, плос-
кость течения совпадает с плоскостью хоу. 

Тогда получим 
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В случае плоского безвихревого тече-

ния условие (2) будет выполняться в лю-
бой момент времени. При плоском течении 
функция ϕ зависит от x, y, t. Тогда 
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Еще одна функция координат и време-

ни ψ(x, y, t) определяет скоростное поле 
течения функции тока с частными произ-
водными по координатам от нее при тече-
нии 
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Необходимым и достаточным условием 

существования такой функции является 

выполнение уравнения неразрывности те-
чения, то есть когда во всех точках потока 
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Подставляя в (5) значения скоростей из 

равенства (4), получаем 
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то есть уравнение неразрывности удовле-
творяется тождественно. 

Уравнение линий тока тогда имеет вид: 
 

yx v
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Откуда 
 

0dyvdxv xy =+− .            (6) 
 
После подстановки в уравнение (6) зна-

чений скоростей из уравнения (4) имеем 
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Следовательно, на линии тока φ=const 

во всех точках одной и той же линии тока 
функции тока будут одинаковы (рис.2). 

 

 
 

Рис. 2 
 
Расход волокновоздушной смеси между 

линиями тока, рассчитанный на единицу 
ширины потока (в направлении, нормаль-
ном к плоскости течения) vdndq − , равен 
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)x,vcos(dy/)y,vcos(dxdn −= . 
 
В этом случае запишем: 
 

dyvdxvdq xy +−= .            (8) 
 
После подстановки значения проекций 

из уравнения (4) в (8) имеем: 
 

ϕ
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откуда после интегрирования между ли-
ниями тока 1-1 и 2-2 получаем: 

 
1221q ψ−ψ=− ,                  (9) 

 
то есть разность между функциями тока 
двух разных линий тока равняется расходу 
волокновоздушной смеси между ними, 
рассчитанной на единицу ширины потока. 

 

 
 

Рис. 3 
 
В плоском потоке линии тока, на кото-

рых φ=Di, являются эквипотенциальными 
или линиями равного потенциала скоро-
сти. Совокупность линий тока и линий 
равного потенциала называют сеткой те-
чения плоского потенциального потока 
(рис.3). Действительно, из уравнений (3) и 
(4) получим 
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После преобразований (10) имеем 
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Вследствие того, что  
x∂
ϕ∂  и 

y∂
ϕ∂  про-

порциональны направляющим косинусам 
нормали к линии равного потенциала, а 

x∂
ψ∂  и 

y∂
ψ∂  пропорциональны направляю-

щим косинусам нормали к линии тока, то 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0y,ncos/y,ncosx,ncos/x,ncos =+ , 
 
где n ϕ и nψ  – орты нормалей к эквипо-
тенциальной линии. Следовательно, 

 
( ) 0n,ncos =ψϕ , 

 
что и доказывает ортогональность сетки 
течения. 

Таким образом, потенциал скорости и 
функция тока течения волокновоздушной 
смеси удовлетворяют уравнению Лапласа. 

Подставляя значения проекций скоро-
сти из выражения (3) в уравнение нераз-
рывности (5), получаем 
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а, подставив значения проекций скорости 
из (4) в (2), будем иметь 
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Решение уравнений (12) и (13) для 

практических задач можно получить при 
заданных граничных условиях потока. 

Поскольку в плоском потенциальном 
потоке согласно уравнениям (3) и (4) зави-
симость между функцией потенциала ско-
рости и функцией тока (10) аналогична из-
вестным условиям Коши-Римона анали-
тичности комплексной функции, то можно 
образовать следующую аналитическую 
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функцию комплексного переменного 
iyxz −= : 

 
Ψ+ϕ= i)z(W ,             (14) 

 
где 1i −= . 

Производная от функции комплексного 
потенциала (14) не зависит от направле-
ния, по которому она вычисляется и назы-
вается комплексной скоростью: 
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Модуль комплексной скорости опреде-

ляет величину самой скорости: 
 

vvv
dz

dW 2
y

2
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а вектор комплексной скорости yx ivv −  
является зеркальным отображением векто-
ра yxz ivvv += . 

В силу линейности уравнения (14) ком-
плексный потенциал также удовлетворяет 
уравнению Лапласа: 
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Графический метод решения уравнения 
Лапласа для плоского течения основан на 
свойствах сетки течения (рис. 3). 

После решения уравнения Лапласа и 
определения функции ϕ и ψ по формулам 
(3) и (4) вычисляются проекции скорости 
течения волокновоздушного потока. Аэро-
динамическое давление в волокновоздуш-
ном потоке определяется по уравнениям 
Эйлера, Бернулли и Лагранжа, согласно 
которым  

+изP ρ const
2

v2
=  в потоке, 

+изP ρ −=
2

v2
ρ

t
1

∂
ϕ∂

,  

 
где изP  –избыточное давление. 

Для того, чтобы силовое воздействие 
волокновоздушного потока на твердое во-
локнистое тело, необходимо просуммиро-
вать давления на его поверхности. 
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