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В [1] описаны структура и способ по-
лучения кулирного трикотажа, состоящего 
из петель, игольные дуги которых содер-
жат дополнительный виток, образованный 
обкручиванием нитью иглы при прокла-
дывании. Такой трикотаж обладает мини-
мальной закручиваемостью и распускае-
мостью по сравнению с обычной кулирной 
гладью. Там же отмечено, что виток явля-
ется составной частью игольной дуги ос-
новной петли. Его форма и размеры опре-
деляют параметры петельной структуры, а 
сам виток отклоняется в противополож-
ную сторону остова петли.  

Можно считать, что в условиях боль-
шой жесткости нитей возникает простран-
ственная структура. Именно пространст-
венное расположение арматуры слоистых 
и волокнистых композитов привлекает 
внимание специалистов в области компо-
зиционных материалов. Введение про-
странственного каркаса позволяет значи-
тельно улучшить характеристики компози-
тов, увеличить сопротивление сдвигу и 
поперечному отрыву, повысить долговеч-
ность материала.  

В предлагаемой статье дается матема-
тическое описание формы петли с витками 
методами геометрически нелинейной уп-
ругой нити, силовое взаимодействие пе-
тель между собой, вычисляются форма и 
размеры витка, определяется перемещение 
витка.  

Расчеты проведены для петель, образо-
ванных из медной проволоки с довольно 
большой жесткостью. Именно здесь в яв-
ном виде проявляются особенности про-

странственного расположения основных 
петель и витков. Уравнения, формулы и 
результаты могут быть распространены на 
любые нити. 

 

 
 

Рис. 1 
 
На рис. 1 представлены петли с витка-

ми, которые взаимодействуют друг с дру-
гом в области контакта.  

Детальное изучение структуры петель с 
витками и анализ петлеобразования позво-
ляет считать, что петли взаимодействуют 
между собой в двух точках К1 и К2. Стрем-
ление деформированной при вязании уп-
ругой нити восстановить естественную 
форму приводит к возникновению усилий, 
действующих в области контакта смежных 
петель. Результирующей распределенных 
здесь сил является сила Р, которая так же, 
как и сила трения между нитями контакти-
рующих петель, есть результат взаимодей-
ствия двух соприкасающихся петель.  
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Реальная область контакта расположена 
вне осевой линии упругой нити. Но имен-
но для осевой линии написаны все уравне-
ния равновесия, и на осевой линии разме-
щена точка, обозначенная на рис. 2 как 
точка О, которая принадлежит линии дей-
ствия силы Р и которую условно назовем 
точкой контакта.  

 

 
 

Рис. 2 
 
Направление и величина силы Р неиз-

вестны. Скольжению нитей относительно 
друг друга препятствует сила трения. Хотя 
роль трения и важна, в нашей задаче нет 
необходимости определять ее величину. 
Использование принятого в специальной 
литературе  соотношения γ=arctg k, где γ – 
угол между касательной в точке О и на-
правлением петельных столбиков; k – ко-
эффициент трения нить о нить, некоррект-
но.  

Во-первых, на сегодняшний день суще-
ствует большое число методов, способов и 
средств определения коэффициента тре-
ния. Дать точную оценку величины k не-
возможно, по крайней мере, в нашем слу-
чае. Приближенное же определение коэф-
фициента трения делает бессмысленным 
то уточнение, которое дает предлагаемый 
здесь метод расчета по сравнению с рас-
пространенным в технологии трикотажа 
геометрическим подходом.  

Во-вторых, угол γ, являющийся по су-
ществу углом трения, связан не с реальной 
нитью, а с воображаемой нематериальной 
осевой линией и неравен действительному 
углу трения.  

Рассмотрим рис. 2. В силу симметрии 
петли длина нити в ней [2]: 
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Здесь ℓ – длина упругой линии O1; D – 
диаметр окружности, являющейся формой 
игольной дуги и витка. Величины ℓ, γ, D 
неизвестны и подлежат определению.  

 

 
 

Рис. 3 
 
Исследуем равновесие упругой линии  

О1 (рис.3). 
В точке О введем три системы коорди-

нат.  
1. Систему x'y', ориентированную по 

направлению силы, приложенной в на-
чальной точке O.  

2. Систему координат xy, ориентиро-
ванную по касательной и нормали к упру-
гой линии в начальной точке O.  

3. Систему координат XY, ориентиро-
ванную соответственно по направлениям 
петельных столбиков и петельных рядов.  

Точное уравнение равновесия упругой 
линии в системе x'y' записывается в без-
размерном виде [3]: 

 

ϕω−=
ϕ 22
2

2
2 sin

ds
d

l .      (2) 

 

Здесь 
H

P 2l
=ω  – безразмерный сило-

вой коэффициент подобия (H – жесткость 

нити при изгибе). 
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Обозначим через F(α) эллиптический 
интеграл первого рода: 

 

∫
α

α−

α
=α

0
22 sink1

d)(F . 

 
После интегрирования уравнения (2) 

получим 
 

)(F)(Fs
0α−α=ω

l
.            (3) 

 
Запишем форму упругой линии в коор-

динатах x'(s) и  y'(s):  
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Здесь через E(α) обозначен эллиптиче-

ский интеграл второго рода: 
 

∫
α

α−=α
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22 dsink1)(E . 

 
Перейдем к системе координат xy. По-

лучим 
 

δ+δ= sin'ycos'xx
lll

, 

             (5) 

δ−δ= sin'xcos'yy
lll

. 

 
Рассмотрим  граничные условия для 

рассматриваемой упругой нити. В конце-
вой точке 1 упругой линии отсутствует из-

гибающий момент, поэтому кривизна 
ds
dϕ  

здесь равна нулю. С учетом предыдущего 
положения о нулевой кривизне в точке 1 
будем иметь: 

 
0cosk2 1 =α .                   (6) 

 

Кроме  того,  в  данной  схеме  изгиба 
ϑ0 = 0 и δ = 90°. Примем во внимание, что 
ϕ = ϑ+δ. Так как ϕ = 2arcsin(ksinα), то вто-
рое граничное условие дает 

 
k sinα0 = sin 45°.            (7) 

 
Для определения третьего эллиптиче-

ского параметра имеем 
 

H
P)(F)(F

2
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Три уравнения (6)…(8) определяют три 

эллиптических параметра – модуль эллип-
тического интеграла k, его амплитуды α0 и 
α1 =90°. 

Если  в  нашей  задаче δ = 90°, то имеем 
x = y' и y = -x'. 

Переход к системе координат X, Y оп-
ределится формулами  

 

γ+γ= sinycosxX
lll

, 

            (9) 

γ−γ= sinxcosyY
lll

. 

 
Уточненный расчет формы и длины ни-

ти в петле должен предусматривать учет 
двоякой кривизны нити в петле, возни-
кающей вследствие перехода нити с лице-
вой стороны на изнаночную и обратно. 
При этом основные уравнения и формулы 
плоской петли распространяются на про-
странственную нить.  

Если высота петельного ряда реального 
трикотажа равна B, то для плоской петли 
этот параметр определится выражением 

ψ
ψ

=
sin
BB~ , где ψ – угол между касательной 

в точке контакта O и плоскостью полотна. 

Координата концевой точки 1: 
2
B~X1 = . 

Вторая координата определяется из соот-

ношения ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ

−=
cos

db2A , где A– петель-

ный шаг; b – ширина петли в точке контак-



№ 3 (290) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2006 91

та O; d – диаметр нити.  
С учетом b = Dcosγ получаем коорди-

нату концевой точки 1: 

γ
=

cos2
dY1 . 

 
Диаметр игольной дуги D вычисляется 

из моментного коэффициента подобия 
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0 =β :  
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= . 

 
Таким образом, для вычисления пяти 

неизвестных P, ℓ, k, α0, γ запишем пять 
уравнений: 
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H
P

sink1

d

sink1

d 2

0
22

2

0
22

0 l
=

α−

α
−

α−

α
∫∫
α

π

, 

γ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α−−α−−+γα= ∫∫
α

π

sindsink1dsink1

H
P

21coscosk

H
P

2
2
B~

0

22
2

0

22
202 lll

, 

,sincosk

H
P

2cosdsink1dsink1

H
P

21
sin2
d

02
0

22
2

0

22
2

γα−γ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α−−α−−=
γ ∫∫

α
π

lll

PHcosk
H

PHcosk2
H

2
4L

00 α
π

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ−
π

+= l . 

  
Кулирный трикотаж с длиной нити в 

петле L = 30 мм, петельным шагом A = 5 мм 
и высотой петельного ряда B = 4 мм  выра-
ботан  из  медной проволоки диаметром 
d=0,8 мм, состоящей из тридцати элемен-
тарных проволок диаметром 75 мкм.  

Жесткость одной элементарной проволо-

ки при модуле упругости E=1,1⋅107 2мм
сН

 и 

осевом моменте инерции 
6

4
10553,1

64
dI −⋅=
π

=  мм4 принимает значе-

ние H1=EI = 17,08 сН⋅мм2. Проволока лишь 
слегка   подкручена,   поэтому   ее  жест-
кость равна сумме жесткостей составляю-
щих  30 элементарных проволок – 
H1=512,5 сН⋅мм2.  

Высота петельного ряда плоской петли 
В~ , если угол ψ = 29,7° [2], составляет 
4,2 мм.  

Численное решение приведенной выше 

системы  уравнений  дает:  Р = 143,061 сН; 
ℓ = 2,171 мм;  k = 0,879;   α0 = 0,934рад; γ = 
= 0,197 рад.  

Диаметр витка: 

621,3
5,512061,143934,0cos879,0

5,512D
⋅⋅⋅

=  мм.  

Экспериментально определенная вели-
чина диаметра витка D = 3,8 мм.  

Сравнение полученного нами значения 
диаметра с действительным показывает со-
ответствие отображения изучаемого нового 
трикотажа с витками в математическом ап-
парате. 

Теперь, когда известны сила контактного 
взаимодействия петель P и ее направление γ, 
решим задачу о пространственном дефор-
мировании дополнительного витка. Следует 
найти величину его перемещения относи-
тельно плоскости полотна, а более конкрет-
но, найти перемещение точки b (рис. 1).  
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                                                     а)                                                                                              б) 

Рис. 4 
 
Два витка, основной и дополнитель-

ный, образуют пружину с углом подъема 

витка 
D
harctg
π

=β  (h – шаг пружины), ко-

торая нагружается поперечной силой P1, 
обусловленной силой P (рис. 4). 

Величина поперечной силы определит-
ся соотношением  

 

)cos(
sinPP1 ψ+β

γ
= . 

 
Жесткость этой пружины на изгиб вы-

числяется в зависимости от взаимного по-
ворота витков (рис. 4-а). Кроме изгибных 
перемещений виткам присущи перемеще-
ния сдвига в плоскости изгиба.  

Если виток выделить сечениями, то в 
концевых сечениях витков возникают си-
лы и моменты. Их величины определяются 
из условий равновесия [4]. Момент M соз-
дает взаимный поворот сечений на угол θ 
(рис. 4-б).  

Прогиб пружины, нагруженной попе-
речной силой, равен  

 
f = fи + fсдв. 

 
Изгибное перемещение  
 

и

3
1

и C3
Pf l

= . 

 

Здесь ℓ – длина пружины; 
)2(Dn32

dE
С

4
пр

и μ+
=

l
 

(Епр – модуль упругости проволоки; n – 
число витков; μ – коэффициент Пуассона).  

Перемещение сдвига определяется 
формулой  

 

сдв

1
сдв C

Pf l
= , в которой 

nD8

dE
С 3

4
пр

сдв
l

= . 

 
Геометрические и упругие характери-

стики пружины найдены эксперименталь-
но. Проволока наматывалась на цилиндр 
диаметром 2 мм под натяжением, обеспе-
чивающим прилегание витков друг к другу 
и к цилиндру, и это положение проволоки 
фиксировалось.  

По истечении 20 мин, когда закончи-
лась релаксация напряжений в проволоке, 
пружина разгружалась. Измерялись диа-
метр пружины и ее шаг. В нашем случае 
Dэ = 3,6 мм и h = 1,8 мм. Отсюда вычисля-
ется длина пружины ℓ = nh =2⋅1,8 = 3,6 мм.  

Испытания проволоки на растяжение 
проведены на машине FP-100/10. При раз-
рывной нагрузке 32 Н, площади попереч-
ного сечения тридцати элементарных про-
волок 0,132 мм2 и деформации ε =0,15 мо-

дуль упругости Eпр = 161613 2мм
сН

.  

Вследствие того, что проволока пред-
ставляет собой совокупность отдельных 
элементарных проволок, коэффициент Пу-
ассона можно принять равным μ = 0,5. 

Приведем численные значения сило-
вых, жесткостных и геометрических ха-
рактеристик петли с витком: P1 = 35,9 сН; 
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β = 9,1°; Cи = 411,3 сН⋅мм2; Cсдв = 
=313,7 сН⋅мм2; f = 1,8 мм. Величина пере-
мещения  f  точки  b относится к осевой 
линии дополнительного витка. Наклон 
витка к плоскости полотна составляет 

o597,29
621,3
8,1arcsin =+ . 

 
В Ы В О Д Ы 

 
На аналитическом уровне вычислено 

усилие контактного взаимодействия пе-
тель, величина которого довольно значи-
тельна и обусловлена формой нити и ее 
упругими свойствами. Получены значения 
смещения и угла наклона дополнительного 
витка, необходимые для моделирования и 
проектирования гибких и жестких компо-
зитов. Изложенная методика расчета 

вследствие аналитического подхода к ре-
шению поставленных задач может быть 
распространена на любые нити и большую 
часть кулирного трикотажа. 
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