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Ранее в [1] было показано, что воздухо-
проницаемость волокнистого слоя зависит 
от его эффективной плотности и параметра 
ориентации. Сравнительно просто можно 
найти эту зависимость для разреженного (с 
позиций гидродинамики) волокнистого 
слоя. Согласно решению Ландау – Лиф-
шица [2] ширина y следа (области в на-
правлении течения x, где скорость заметно 
падает) за обтекаемым телом при лами-
нарном режиме определяется формулой: 

 
Re/1x/y = ,             (1) 

 

где Re =wd/ν − число Рейнольдса; w − ско-
рость потока жидкости (газа), набегающе-
го на тело;  d − определяющий размер, 
диаметр цилиндра; ν − кинематическая 
вязкость воздуха. 

Если расстояние между волокнами в 
слое заметно превышает ширину следа, то 
слой можно считать разреженным, обтека-
ние отдельных волокон в слое рассматри-
вать как независимое, а суммарную силу, 
действующую на весь слой, можно опре-
делять суммированием по отдельным во-
локнам. 
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Дадим грубую оценку расстоянию ме-
жду волокнами. Объем пористой среды, 
приходящийся на одно волокно, охаракте-
ризуем как V1 = V/N, где N – количество 
волокон в объеме V. В свою очередь, ко-
личество волокон оценим по объему Vf 
твердой фазы волокон N = Vf/V0, V0 – объ-
ем одного волокна. Учтем, что пористость 
определяется, как  

 
VV1 f−=ε .                 (2) 

 
Из приведенных формул найдем, что 

V1/V0 = (1 − ε)−1. Предположим, что окру-
жающий волокно объем V1 и само волокно 
имеют цилиндрическую форму с диамет-
рами D и d соответственно. При их одина-
ковой длине ℓ найдем D2/d2 = (1 − ε)−1. При 
пористости ε ≥ 0,9, характерной для рас-
сматриваемых случаев, найдем D/d > 3.  

Принятое предположение, что окру-
жающий волокно объем является цилинд-
рическим, ни в коей мере не следует рас-
сматривать как строгое ограничение. Дей-
ствительно, для извитого волокна та же 
самая связь между D и d будет прослежи-
ваться на бесконечно малом его участке. 

При значениях чисел Рейнольдса Re≈1, 
характерных для рассматриваемой задачи 
расчета воздухопроницаемости, из форму-
лы (1) следует оценка y/x ≈ 1.  

 

 
 

Рис. 1 
 
Таким образом, при рассматриваемых 

значениях пористости влиянием следа за 
предшествующим волокном на закономер-
ности обтекания следующего волокна 
можно пренебречь. В этих условиях под-

ход к расчету силы сопротивления волок-
нистого слоя, как суммы сил сопротивле-
ния, действующих на отдельные волокна, 
представляется оправданным. 

Рассмотрим силу сопротивления, дей-
ствующую на одиночный цилиндр в соот-
ветствии с подходом, представленным в 
[3]. На рис. 1 представлен отрезок волокна, 
наклоненный под углом α к заданному на-
правлению движения, определяемому век-
тором скорости w потока  и осью z. Ре-
зультирующая сила F, действующая на во-
локно в потоке, может быть представлена 
геометрической суммой двух сил – силы 
сопротивления вдоль волокна, действую-
щая по оси z', и поперечной, действующей 
по оси x' (рис. 1). 

Согласно [3] силу F, действующую на 
цилиндр единичной длины, можно пред-
ставить как: 

 
wF μκ= ,                   (3) 

 
где κ – диадик (трансляционный тензор II 
ранга) сопротивлений; μ – динамическая 
вязкость. 

Составляющую силы сопротивления F 
вдоль оси z можно выразить [3] через ко-
эффициенты сопротивления K|| и K⊥ при 
обтекании цилиндра в направлении вдоль 
и поперек образующей соответственно: 

 
( )α+αμ= ⊥α

22 cosKsinKwF ,         (4) 

 
где в обозначении Fα подчеркивается, что 
волокно ориентированно под углом α  к 
направлению движения. 

Сила, действующая на волокна в на-
правлении оси x, несущественна, так как 
она не дает вклада в сопротивление волок-
нистого слоя. К тому же благодаря сим-
метрии углового распределения волокон 
суммарная сила, действующая на весь во-
локнистый слой в направлении оси x, бу-
дет пренебрежимо малой. 

При поперечном обтекании круглого 
цилиндра неограниченным потоком жид-
кости при малых числах Рейнольдса в [4] 
получена формула для силы сопротивле-
ния, которая позволяет представить попе-
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речную составляющую K⊥ в виде: 
 

( )[ ]5,02lnr8K +ϕπϕ=⊥ .         (5) 
 
Для представления продольной состав-

ляющей в [3] рекомендуется уравнение, 
полученное при продольном обтекании 
неограниченным потоком также при ма-
лых числах Рейнольдса тела типа иглы, 
тонкого веретена: 

 
( )[ ]5,02lnr4K −ϕπϕ= .       (6) 

 
В этих формулах ϕ  = ℓ/(2r); ℓ – длина ци-
линдра;  r – радиус цилиндра. 

Обе эти формулы получены путем ре-
шения уравнений Навье – Стокса при об-
текании указанных тел неограниченным 
потоком жидкости (газа).  

В [5] получены значения коэффициен-
тов K⊥ и K|| при обтекании шероховатого 
цилиндра в пористой среде. Для того, что-
бы воспользоваться этими рекомендация-
ми, необходимо знать характеристики ше-
роховатости каждого цилиндра.  

Реально поперечное сечение подав-
ляющего большинства волокон отлично от 
круглого, а характеристики шероховатости 
неизвестны, что не позволяет использовать 
указанные рекомендации. В связи с этим в 
уравнение (4) вместо K⊥ и K|| вводятся их 

эмпирические аналоги χ⊥ и χ||, которые бу-
дут определены при сравнении расчетного 
уравнения с опытными данными.  

Таким образом, для представления си-
лы сопротивления, действующей на во-
локна общей длины ℓо, ориентированные 
под углом α  к оси, вместо уравнения (4) 
воспользуемся уравнением  

 
( ) ( )αχ+αχαπμ= ⊥α

22
î cossinw2F ll . (7) 

 
Здесь ℓoℓ(α) – доля волокон, ориенти-

рованных под углом α к оси z  (рис.1). Со-
множитель 2 появляется в формуле (7) в 
связи с тем, что учитывается ориентация 
волокон под углом α и симметричных от-
носительно оси участков волокон, ориен-
тированных под углом π − α.  

Функция плотности углового распреде-
ления ℓ(α) описывается полученным ранее 
в [6] уравнением и воспроизводится ниже с 
формальной заменой параметра распреде-
ления λ параметром ориентации γ: (γ ≡ λ): 

 

( )
( )3222

2

cossin

sin
2
1

α+αγ

αγ
=αl .            (8) 

 
Общая длина волокон ℓо рассчитывает-

ся по массе волокнистого образца: 

 
ℓo = M/(ρfff);    ℓo = ρэSL/(ρfff)≡ ρэπD2L/(4ρfff )≡ ρэD2L/(ρfd2 ),                (9) 

 
где  М – масса волокна;  ρf – плотность ма-
териала; ff – площадь сечения волокна;  ρэ 
– эффективная плотность, масса материала 
в образце, отнесенная ко всему объему; L – 
длина канала, в котором располагается во-
локнистый образец; S – площадь сечения 
канала; D – диаметр канала; d – диаметр 
волокна. 

Для определения силы, действующей 
на образец с произвольной ориентацией 
волокон, получим интегральное выраже-
ние: 

 

α= ∫
π

αdFF
0

.                      (10) 

 
Подстановка выражений (8) и (9) в 

формулу (7) с последующим интегрирова-
нием уравнения (10) согласно [7] дает 
уравнение для определения силы, дейст-
вующей на волокна в направлении оси z 
(рис. 1) в зависимости от параметра ориен-
тации: 

 

( )γ
ρ
ρ

πμ= f
f
SLw2F

ff

ý ,            (11) 

 
где f(γ) – функция, характеризующая ори-
ентацию волокон, определяемую величи-
ной вычисленного интеграла. При значе-
ниях γ > 1, характерных для случаев рас-



№ 3 (290) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2006 25

тяжения образца с отсутствием преимуще-
ственной ориентации в исходном состоя-

нии, функция  f(γ) имеет вид 

 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γ
−γ

−−γ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −γ

γ
χ−χ+χ≡γ ⊥⊥

1arcsin1
1

f
2

2
3

2

2
,                            (12) 

 
при γ < 1 (сжатие образца) вычисление ин- теграла в уравнении (10)  согласно [7] дает 
 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γ
γ−+

−γ−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ γ−

γ
χ−χ+χ≡γ ⊥⊥

2
2

3
2

2 11ln1
1

f .                           (13) 

 
Графики полученных функций f(γ) (12) и (13) приведены на рис. 2 и 3.  
 

            
 
                                             Рис. 2                                                                                    Рис. 3 

 
Падение давления Δp при прохождении 

потока воздуха через канал площадью се-
чения S при силе сопротивления F опреде-
ляется выражением 

 
Δp = F/S.                   (14) 

 
Сделав подстановку формулы (14) в 

уравнение (11) и приведя его к безразмер-
ной форме, получим  

 

( )γ=
πμρ
ρΔ f

w2L
fp

ý

ff .           (15) 

 
В уравнение (15) входит средняя ско-

рость движения воздуха в межволоконном 
пространстве w, связанная со скоростью 
w0, приведенной к полному сечению кана-
ла соотношением 

 
wε = w0,                      (16) 

 

где ε – пористость материала. 
Уравнение (16) неявно предполагает 

равенство доли сечения свободного для 
прохода воздуха  величине пористости, 
характеризуемой как доля пустот в образце 

 
ε =  εV =  εS,                   (17) 

 
где εV – объемная пористость, определен-
ная формулой (2); εS – пористость в сече-
нии канала. 

Продемонстрируем справедливость 
уравнения (17). Покажем, что определен-
ная формулой (2) объемная пористость 
преобразуется к виду εV = 1 − ρэ/ρf. 

В соответствии с формулой (9) пред-
ставим общую длину волокон в виде 
ℓo=L(1 − εV)D2/d2, где d – диаметр волокна. 
Общее   число   волокон   (каждое     дли-
ной ℓ)   при  этом  будет равно Z=ℓo/ℓ≡L(1-
-εV)D2/(ℓd2).  

Рассмотрим произвольное положение 
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волокна длиной ℓ,  наклоненного к оси ци-
линдра под произвольным углом α в кана-
ле цилиндрической формы. Проекция та-
кого волокна на ось цилиндра равна 
ℓ1=ℓcosα, а площадь его поперечного сече-
ния плоскостью, перпендикулярной оси 
цилиндра, составит f1 = ff/cosα.  

Мысленно представим цепочку, со-

стоящую из одиночных волокон опреде-
ленной ориентации, расположенной вдоль 
канала по длине L. Количество волокон в 
такой цепочке составит z=L/(ℓ1)≡L/(ℓcosα). 
Таким образом, число волокон в попереч-
ном сечении канала будет равно n = Z/z, а  
их суммарная площадь определится как 
Ff= nf1 ≡ f1Z/z, или: 

 
( ) ( )V

22

2
V

2
f

f 1
4
D

cos4
d

d
cos1D

cos
nfF ε−

π
=

α
παε−

=
α

= .                                (18) 

 
 
Учитывая определение εS как доли пус-

тот в сечении пористого тела εS=(S −Ff)/S≡ 
≡ (πD2−4Ff)/(πD2) и используя соотноше-
ние (18), завершим доказательство равен-
ства (17). 

Коэффициент проницаемости k порис-
того тела связан с приведенной скоростью 
воздуха в канале и градиентом давления  
законом Дарси: 

 

L
pkw0

Δ
μ

= .               (19) 

 
С учетом зависимостей (16), (17) и (19) 

выражение (15) примет следующий вид: 
 

N = f(γ),                     (20) 
 
где безразмерный параметр N, характери-
зующий сопротивление проницаемости: 
 

k2
fN

ý

ff
πρ

ερ
= .                   (21) 

 
Уравнение (20) с учетом определений 

(12) и (21) сопоставлено на рис. 4 с опыт-
ными данными, полученными в [1].  

 

 
 

Рис. 4 
 
Методом обобщенной линейной рег-

рессии, реализованной в программе Math-
CAD, были найдены значения коэффици-
ентов χ⊥ и χ||,  которые оказались равными 
χ⊥ = 0,610 и χ|| = 0,284. Эти коэффициенты 
отличаются приблизительно в два раза. 
Заметим, что примерно такое же отноше-
ние характерно и для коэффициентов K⊥ и 
K||, определяемых формулами (5), (6) с 
учетом того, что φ >> 1.  

Кроме того, полученные в [5] решения 
уравнения Бринкмана для случая обтека-
ния шероховатого цилиндра в пористой 
среде, дают значения коэффициентов со-
противления в направлениях, перпендику-
лярном и параллельном оси, также отли-
чающихся в два раза. Эти факты представ-
ляют собой косвенное подтверждение на-
дежности предложенного метода. 
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Разработан согласующийся с опытны-
ми данными метод расчета воздухопрони-
цаемости слоя волокон в зависимости от 
его эффективной плотности и параметра 
ориентации. 
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