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УДК 677.021 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА ФОРМУЛЫ ЭЙЛЕРА 
ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГИБКОЙ НИТИ 

С ШЕРОХОВАТЫМ ЦИЛИНДРОМ 
 

С.Н. РАЗИН, А.Г.ГРИШИН, Н.И. КОВАЛЕНКО 
 

(Костромской государственный технологический университет) 
 
Часто, при исследовании взаимодейст-

вия гибкой нити (ленты) с шероховатым 
цилиндром, используется формула Эйлера, 
которая связывает силы натяжения нити в 
ведомой и ведущей ветвях, и для случая 
предельного состояния равновесия имеет 

вид: 
 

( )ϕ= fexpTT 01 ,                (1) 
 
где  Т1, Т0 – силы натяжения в ведущей и 
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ведомой ветвях нити; f – коэффициент 
трения нити о поверхность цилиндра; φ – 
угол обхвата нитью цилиндра. 

 

 
 

Рис. 1 
 
Однако при этом забывают о тех допу-

щениях, которые были сделаны при выво-
де этой формулы. В действительности, ре-
шением системы уравнений проекций сил 
на касательную и нормаль (рис. 1), дейст-
вующих на выделенный элемент нити: 

 

⎩
⎨
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=
=ϕ
fdN, dT

dN, dT
                   (2) 

 
будет зависимость (1) только в том случае, 
если коэффициент трения  f – величина по-
стоянная.  Согласно исследованиям [1] ко-
эффициент трения нити и других волокни-
стых продуктов о шероховатую поверх-
ность зависит от многих факторов, таких 
как скорость движения нити по поверхно-
сти, влажность, сила давления нити на по-
верхность. Известно, что распределение 
сил давления нити на поверхность при ее 
взаимодействии с цилиндром не является 
равномерным. Вблизи сечения 0 (ведомая 
ветвь) давление меньше, чем вблизи сече-
ния 1 (ведущая ветвь). Представляет инте-
рес вопрос о том, как сильно влияет на ре-
зультат пренебрежение изменением коэф-
фициента трения на участке контакта нити 
и цилиндра.  

Учтем, что:  
 

dφ = ds/r, а dN = q(s)b ds, 
 

где r – радиус цилиндра, м; b – ширина 

участка контакта, м; ds – длина элемента 
нити, м; q(s) – давление нити на поверх-
ность цилиндра, Па. Тогда система (2) 
примет вид: 
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⎪
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s.f(q)q(s)bd dT

q(s)bds, 
r

dsT              (3) 

 
Из первого уравнения системы (3) сле-

дует, что: 
 

T = q(s)br.                   (4) 
 
Тогда 
 

brds)s(qdT ′= . 
 
Подставляя это во второе уравнение 

системы (3), получим 
 

bds)s(q)q(fbrds)s(q =′ . 
 
Разделив переменные, имеем 
 

∫ ∫=
)s(q

)0(q

s

0

.ds
)q(qf

rdq             (5) 

 
Из (4) находим:   
 

q( 0) = T0 / b r,  q(s) = T / b r. 
 
В работе [1] приведены эксперимен-

тальные данные о коэффициенте трения 
льняного волокна о металлическую по-
верхность, представленные в табл. 1. 

 
Т а б л и ц а  1 

Давление, Па 1·104 2·104 4·104 6·104 8,4·104 
Коэффициент 

трения 0,22 0,21 0,19 - 0,18 

 
Получим функцию, описывающую из-

менение коэффициента трения в зависимо-
сти от давления. Аппроксимируя таблич-
ные значения полиномом второго порядка, 
методом наименьших квадратов получим: 

 
2116 q10027,1q10518,1235,0f −− ⋅+⋅−= . (6) 
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Рис. 2 

 
График аппроксимирующей функции и 

экспериментальные значения коэффициен-
та трения представлены на рис.2. 

Подставляя (6) в (5), получим: 

 

∫ ∫=⋅+⋅− −−

br/T

br/T

s

0
2116

0

.ds
)q10027,1q10518,1235,0(q

rdq                                (7) 

 
Подынтегральная функция в левой час-

ти формулы (7) является рациональной 
дробью, и поэтому этот интеграл можно 
взять. В результате интегрирования полу-
чается громоздкая формула, из которой 
выразить Т, как функцию Т0, b, r и s, не 
удается. Поэтому исследование формулы 
(7) проводилось в среде Mathcad числен-
ными методами.  

Исследование проводилось при сле-
дующих значениях параметров: r=0,001 м;  
b = 0,01 м. 

Значение Т0 выбиралось из условия (4) 
так, чтобы давление нити на цилиндр  не 
выходило за пределы, для которых досто-
верно известен коэффициент трения, то 
есть из условия: 

 
0,01 мПа ≤ q ≤ 0,084 мПа. 

 
При исследовании определялись четы-

ре значения силы натяжения нити в сече-
нии 1: 

Т – сила натяжения нити в сечении 1, 
рассчитанная по формуле (7); 

Т1 – сила натяжения нити в сечении 1, 
рассчитанная по формуле (1), для коэффи-
циента трения f, найденного по формуле 
(6) при q = q(0) = T0 / br, то есть коэффици-
ента трения в сечении 0; 

Т2 – сила натяжения нити в сечении 1, 
рассчитанная по формуле (1), для коэффи-
циента трения f, найденного по формуле 
(6) при q = q(s) = T / br, то есть коэффици-
ента трения в сечении 1; 

Т3 – сила натяжения нити в сечении 1, 
рассчитанная по формуле (1), для коэффи-
циента трения  f = [f(q(0))+f(q(s))]/2, то 

есть среднего арифметического между 
значениями коэффициента трения в сече-
ниях 0 и 1. 

 

 
 

Рис. 3 
 
Зависимость силы натяжения от угла 

обхвата представлена в виде графиков на 
рис. 3. 

Анализ представленных графиков по-
зволяет сделать выводы. 

1. При небольших углах обхвата (φ≤π) 
различие в силах натяжения, рассчитанных 
по формулам (1) и (7), невелико.  Так, от-
носительное отклонение, для φ=π, рассчи-
танное по формуле:  

δi = │Ti -T │·100/max(Ti,T), составило   
при Т0 = 0,1 Н: 

для i=1: δ1 = 1,7 %; для  i = 2: δ2 = 2,0%;   
для i = 3:  δ3 = 0,14 %; 

при Т0 = 0,2 Н: 
для i=1: δ1 = 2,5 %; для  i = 2: δ2 = 2,6%;   

для i = 3:  δ3 = 0,07 %; 
при Т0 = 0,4 Н: 
для i=1: δ1 = 2,2 %; для  i = 2: δ2 = 1,5%;   

для i = 3:  δ3 = 0,36 %. 
2. При больших значениях угла обхва-

та (φ > π)  различие в силах натяжения, 
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рассчитанных по формулам (1) и (7), мо-
жет стать ощутимым. 

Так, относительное отклонение для φ = 
2π составило   при Т0 = 0,1 Н: 

для i = 1: δ1 = 7,6 %; для i = 2: δ2 = 9,2%;   
для i = 3:  δ3 = 0,91 %; 

при Т0 = 0,2 Н: 
для i = 1: δ1 = 9,5 %; для i = 2: δ2 = 8,1%;   

для i = 3:  δ3 = 0,7 %. 
Относительное отклонение для φ = 3π 

составило  при Т0 = 0,1 Н: 
для i=1: δ1=17,3 %; для i = 2: δ2 = 18,1%; 

для i = 3:  δ3 = 0,4 %. 
3. Использовать формулу Эйлера с по-

грешностью, не превышающей 1% можно, 
если в качестве коэффициента трения вы-
брать среднее арифметическое коэффици-
ентов трения в сечениях 0 и 1. 

В заключение отметим, что сравни-
тельно небольшие значения сил натяжения 
получились вследствие того, что исследо-
вался случай с малым радиусом огибаемо-
го цилиндра. При увеличении r или b, на-
пример в 10 раз, необходимо для создания 
давления в сечении 0, равного 104 Па, уве-
личить и силу натяжения в сечении 0 в 10 
раз. 
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