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На основе уравнения Больцмана предложено математическое описание 

совмещенных механических процессов в технологических системах из-

мельчения пигментов. Сформулирована задача оптимального управления 

профилем канала рабочей зоны в струйной мельнице с целью совершен-

ствования процесса получения пигментов. Получены результаты числен-

ного решения оптимизационной задачи. 
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A mathematical description of combined mechanical processes in milling cir-

cuit for fine pigments production based on the Boltzmann equation is proposed. 

The problem of jet mill grinding chamber optimal profile to improve pigments pro-

duction is formulated. The results of the numerical solution of the optimization 

problem are obtained.  
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Качество окрашивания тканей наряду с 

технологией обработки и типом красите-

лей во многом определяется дисперсным 

составом пигментов [1]. Наиболее предпо-

чтительными являются однородные по-

рошки, содержащие частицы одинакового 

размера. Совершенствование технологии 

получения дисперсных порошков для по-

вышения качества готовой продукции яв-

ляется актуальной темой исследования. 

Целью предлагаемого исследования яв-

ляется совершенствование технологии по-

лучения порошков (пигментов) на основе 

моделирования, расчета и оптимизации 

технологических процессов их получения. 

Для достижения поставленной цели по-

следовательно решаются следующие зада-

чи: 

– декомпозиция технологической си-

стемы измельчения (ТСИ) на отдельные 

подсистемы; 

– выбор определяющих координат, 

описывающих совмещенные процессы для 

каждой подсистемы;  

– построение общего расчетного про-

странства системы из расчетных подпро-

странств отдельных ее подсистем с указа-

нием связей между ячейками расчетной 

области, согласование входных и выход-

ных информационных потоков для этих 

ячеек, построение модели системы;  

– постановка и решение задачи опти-

мального управления совмещенными про-

цессами с целью повышения качества го-

тового порошка. 

Предметом исследования являются 

совмещенные механические процессы в 

технологических системах измельчения 

пигментов, объектом исследования – 

струйная мельница кипящего слоя [2...4], в 

которой эти процессы реализуются. 

Выбор струйных мельниц кипящего 

слоя [2...4] в качестве объекта исследова-

ния объясняется, с одной стороны, их ши-

роким использованием во многих отраслях 

промышленности и, с другой стороны, 

возможностью совмещения в данном ап-

парате нескольких технологических опе-

раций: измельчение, классификация и 

пневмотранспорт гетерогенных сред. 

На рис. 1 представлены эскиз исследу-

емой конструкции струйной мельницы ки-

пящего слоя [2], [3] (а) и расчетная схема 

потоков (б) в струйной мельнице кипящего 

слоя: 1 – размольная камера; 2 – гравита-

ционная ступень классификации; 3 – цен-

тробежная ступень классификации; В – 

подача воздуха; П – подача исходного по-

рошка; М – выход мелкого продукта раз-
деления. Исходный материал и воздух по-

даются в размольную камеру 1. 

 

 
 

                      а)                                                   б) 

 

Рис. 1 
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Режимы подачи воздуха и материала 

обеспечивают пребывание частиц в камере 

в псевдоожиженном состоянии. Измельче-

ние материала происходит преимуще-

ственно за счет истирания частиц при их 

столкновении между собой и со стенками 

аппарата. Измельченные частицы разной 

крупности выносятся потоком воздуха в 

гравитационную ступень классификатора 

2, где происходит их разделение по разме-

ру. Крупные зерна после классификации 

возвращаются в размольную камеру, а 

мелкие частицы выносятся воздухом в 

следующую, центробежную ступень клас-

сификатора 3. Мелкие частицы после цен-

тробежной ступени покидают аппарат, а 

крупные зерна возвращаются на повторное 

измельчение в размольную камеру. 

В струйных мельницах одновременно и 

совместно протекают процессы измельче-

ния, классификации и пневмотранспорта 

порошкообразных материалов. Под сов-

мещенными процессами [5], [6] понима-

ются такие, когда два или более процессов 

протекают одновременно и в одном аппа-

рате с эффективностью на уровне или вы-

ше, чем раздельно. Для эффективной орга-

низации совмещенных процессов необхо-

димо учитывать влияние кинетики проте-

кания одного процесса на кинетику других 

процессов, что обусловливает необходи-

мость их совместного моделирования, рас-

чета и оптимизации.  

Одним из фундаментальных уравнений 

статистической физики, которое может по-

служить основой для единого подхода к 

описанию совмещенных процессов, явля-

ется кинетическое уравнение Больцмана − 

основное уравнение в кинетической тео-

рии газов [7], [8]. Это уравнение описыва-

ет изменение во времени функции распре-

деления молекул газа по скоростям и ко-

ординатам.  

Для моделирования на основе уравне-

ния Больцмана совмещенных механиче-

ских процессов измельчения и классифи-

кации вводится дополнительная координа-

та размера частиц. В этом случае в каче-

стве искомой функции f (r, v, , t)δ  рассмат-

ривается плотность распределения веще-

ства по координатам 1 2 3r(x ,x , x ) , скоро-

стям 1 2 3v(v , v , v )  и размерам частиц δ . В 

общем случае изменение функции распре-

деления в фазовом объеме dV обусловле-

но, во-первых, физическим перемещением 

частиц ( rdiv (vf ) ), во-вторых, изменением 

скорости частиц ( vdiv (af ) ) и, в-третьих, 

переходом частиц в другой класс крупно-

сти за счет их разрушения. Вид правой ча-

сти уравнения Больцмана [7], [8] с учетом 

эволюции размера частиц за счет измель-

чения может быть записан на основе попу-

ляционно-балансовой модели измельчения 

в виде [9]: 

 

k k

δmax

t k x k v

δ

f +(v f) +(a f) =-fS+ fSbdε′ ′ ′ ∫ ,     (1) 

 

где 1 2 3a(a ,a ,a )  – ускорение; S, b – селек-

тивная и распределительная функции раз-
рушения [9]; δ, ε – наблюдаемый и теку-

щий размеры частиц; повторение индекса 

"k" в слагаемых левой части показывает 

суммирование по этому индексу. Наиболее 

перспективным подходом для описания 

совмещенных технологических процессов 

является использование дискретных ана-

логов уравнения Больцмана [9]. При этом 

одна или несколько координат расчетного 

пространства совмещенного процесса 

представляются набором дискретных ин-

тервалов. При дискретном представлении 

крупности частиц уравнение (1) записыва-

ется отдельно для каждого выделенного 

интервала крупности, то есть модель пред-

ставляется системой указанных уравнений.  

Для численного решения уравнения 

Больцмана используется ячеечный подход 

[11], построенный на предварительной де-

композиции рабочей области на конечное 

число подсистем. В результате декомпози-

ции системы струйной мельницы выделе-

ны три подсистемы: размольная камера и 

две ступени классификации. Структура 

связей между подсистемами представлена 

на рис. 1-б. При описании совмещенных 

процессов для каждой подсистемы выби-

раются определяющие координаты. В раз-
мольной камере и гравитационной ступени 

классификации одновременно протекают 
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процессы измельчения, пневмотранспорта 

и классификации частиц по крупности. В 

качестве определяющих координат для 

описания процессов в размольной камере и 

гравитационной ступени классификации 

выбраны размер частиц δ, скорость частиц 

v и координата x, определяющая положе-

ние частиц в слое. Оси координат с указа-

нием их направления и вид трехмерного 

фазового расчетного пространства пред-

ставлены на рис. 2-а. Рис. 2 – структура 

расчетного пространства (а) и варианты 

профилирования рабочего объема в струй-

ной мельнице кипящего слоя (б)-(г): циф-

ровые обозначения аналогичны обозначе-

ниям на рис. 1. 

 

    
 

                                             (а)                                           (б)                        (в)                        (г) 
 

Рис. 2 

 

В центробежной ступени классифика-

ции процесс протекает достаточно быстро, 

поэтому измельчение материала в ней 

практически отсутствует. Описание про-

цесса классификации в центробежной сту-

пени выполняется с использованием тра-

диционной модели классификатора в виде 

кривой парциальных выносов [12]. 

Согласно разработанному методу мо-

делирования и расчета совмещенных про-

цессов в рамках дискретных аналогов 

уравнения Больцмана [9], [11] для получе-

ния замкнутого описания необходимо 

определить вероятности перехода веще-

ства между ячейками выбранного расчет-

ного пространства. Порядок определения 

этих вероятностей для размольной камеры, 

гравитационной ступени и центробежной 

ступени классификации рассматривается в 

работе [9] и в статье подробно не описыва-

ется. Представленная модель совмещен-

ных процессов в струйной мельнице поз-
воляет перейти собственно к формулиров-

ке и решению задачи оптимального про-

филирования канала струйной мельницы.  

Задача оптимального профилирования 

рабочего канала струйной мельницы отно-

сится к классу вариационных задач [10]. В 

качестве критерия оптимизации (функцио-

нала) выбирается минимальное значение 

дисперсии или среднеквадратичного от-

клонения размеров зерен от среднего раз-
мера зерен в готовом продукте (σ), что со-

ответствует получению более однородного 

порошка и соответственно наилучшего ка-

чества готового продукта. Профиль канала 

рабочей камеры, вид которого задается на 

классе известных функций, рассматрива-

ется в качестве оптимального управления 

совмещенными процессами. Варианты ис-

следуемых профилей канала представлены 

на рис. 2-б, в, г.  
Изменение профиля канала приводит к 

соответствующему изменению локальной 

скорости газового потока в канале. Изме-

нение скорости газового потока оказывает 

на совмещенный процесс измельчения и 

классификации неоднозначное влияние: с 

одной стороны, увеличение локальной 

скорости газа увеличивает скорость частиц 

и соответственно увеличивает интенсив-

ность измельчения при столкновении ча-

стиц, а, с другой стороны, возрастает ин-

тенсивность выноса из рабочей зоны круп-
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ных частиц. Вынос частиц из рабочей зоны 

и их измельчение можно согласовать при 

условии совместного моделирования про-

цессов измельчения, и классификации, и 

нахождения на основе этого моделирова-

ния оптимальных условий совместного 

протекания процессов.  

Для установления связи между крите-

рием оптимизации (однородностью гото-

вого порошка) и оптимизируемым профи-

лем канала предложены соответствующие 

расчетные зависимости. Одним из вход-

ных параметров модели совмещенных 

процессов в струйной мельнице [9] являет-

ся локальная скорость газа в профилируе-

мом канале w(x) . Для определения зави-

симости этой скорости от высоты зоны 

при различных вариантах профилирования 

рабочей камеры (рис. 2) рассмотрен класс 

линейных зависимостей для ограждения 

профилируемого канала:  

 

0

0

R R / 0,5x,                     x 0,5,   
r(x)

R R R / 0,5(x 0,5),   x 0,5,

 + ∆ ≤
= 

+ ∆ − ∆ − >

  (2) 

 

где r(x) – изменение радиуса цилиндриче-

ской рабочей камеры по ее высоте; 

0R , R∆ – базовый радиус цилиндрической 

размольной  камеры и максимальное изме- 

 

нение этого радиуса при профилировании 

канала (рис. 2-г); 0x x h;   R R R= ∆ = ∆ – 

относительные размеры; h – высота каме-

ры. Скорость газа по высоте профилируе-

мого канала определяется с учетом сохра-

нения расхода газа вдоль этого канала со-

гласно выражению: 

 
2

0
0

R
w(x) w

r(x)

 
=  

 
.             (3) 

 

Представленная в работе [9] модель 

совмещенных процессов в струйной мель-

нице кипящего слоя с учетом (2), (3) поз-
воляет для каждого профиля канала вы-

полнить расчет ТСИ, определить грануло-

метрический состав готового порошка и 

найти значение критерия оптимизации. 

Вид профиля канала согласно (2) одно-

значно определяется параметром  R∆ . 

Решение задачи оптимального профилиро-

вания выполнено методом Ритца [10], то 

есть вид оптимального профиля найден в 

ходе решения одномерной оптимизацион-

ной задачи относительно параметра опти-

мизации  R∆ . Результаты численного ре-

шения задачи оптимального профилирова-

ния приведены в табл. 1. 

Т а б л и ц а 1 

Максимальное относительное изменение 

размера профилируемого канала 
0

R R∆  
Средний размер частиц 

<δ>/<δ0> 

Среднее квадратичное  

отклонение σ, мкм 

-0,25 0,998 2,5 

-0,1 0,998 3,4 

-0 1 4,1 

0,1 1 4,8 

0,25 1,006 6,7 

 

Анализ полученных результатов пока-

зал, что варьирование профиля канала в 

рассмотренном диапазоне практически не 

привело к изменению среднего размера 

частиц готового порошка, при этом сред-

нее квадратичное отклонение возрастает 

монотонно (практически в 3 раза) по мере 

увеличения параметра 
0R R ,∆  при относи-

тельном сужении канала *

0( R R ) 0, 25∆ = −  

найден краевой экстремум критерия опти-

мизации. 

В Ы В О Д Ы 

 

Таким образом, предложенный подход 

путем декомпозиции технологической си-

стемы измельчения и построения ее моде-

ли в рамках методологии моделирования 

на основе дискретных аналогов уравнения 

Больцмана позволил сформулировать и 

решить на классе известных функций за-

дачу оптимального профилирования кана-

ла струйной мельницы, обеспечивающего 

получение более однородного порошка. 
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