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В статье рассматривается процесс возникновения и развития наруше-

ний в структуре и свойствах материала при его "естественном" износе и 

старении, представляемый в виде случайного вероятностного процесса 

"гибели ‒ рождения". Для исследования процесса была разработана ком-

пьютерная имитационная модель динамики "появления – исчезновения" 

точечных дефектов. Модель позволяет исследовать влияние нарушений 

стационарности образования дефектов. 

 

The article examines the appearance and development of disorders in the struc-

ture and properties of the material in its "natural" wear and aging, submitted in 

the form of a random stochastic process "the death – the birth." To study the pro-

cess has developed a computer simulation model of dynamic process "appearance 

– disappearance" of point defects. The model allows to investigate the effect of dis-

turbances stationary formation of defects. 
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Рассматривается процесс возникнове-
ния и развития нарушений в структуре и 

свойствах материала при его "естествен-

ном" износе и старении. Далее будем гово-

рить об этих нарушениях как о "дефектах" 

в материале. Механизм процесса пред-

ставляется следующим образом. В перво-

начально бездефектном образце материала 
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по тем или иным причинам возникают 
центры развития дефектов. При нормаль-

ных условиях эксплуатации причины де-
фектов весьма разнообразны и разнесены 

во времени. Отследить их практически не-
возможно. Поэтому возникновение дефек-

тов можно рассматривать как случайный 

вероятностный процесс. 
В однородном материале центры де-

фектов первоначально имеют минималь-

ные (точечные) размеры и распределены 

равновероятно по объему материала. Мо-

менты возникновения дефектов образуют 

случайный ординарный поток событий, 

который можно описать моментами вре-
мени {t1, t2, …, tn, …} или интервалами 

времени {τ1, τ2, …, τn, …} между события-

ми. Возможна и "гибель" некоторых де-
фектов, означающая их исчезновение. 

Описанный процесс весьма схож с из-
вестным процессом "гибели – рождения". 

Простейшая марковская модель такого 

процесса допускает аналитическое реше-
ние для вероятностей pn (t) числа n дефек-

тов к определенному моменту времени t. 

Модель является марковской, если интер-

валы τn – независимые и экспоненциально 

распределенные случайные величины с 
одинаковыми параметрами распределения. 

Вероятности pn (t) в этом случае являются 

решениями системы линейных дифферен-

циальных уравнений Колмогорова. Иссле-
дование аналитических методов решения 

этой системы и применения модели мар-

ковских процессов "гибели – рождения" 

для процессов старения изложены, напри-

мер, в [1...3]. 
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Для процессов без "гибели" (так назы-

ваемых процессов "чистого размножения") 

уравнения А.Н. Колмогорова для вероят-
ностей состояний (1) приобретают вид [4], 

[5]. 

При начальных условиях p0(0) = 1;   

pk(0) = 0,  k = 1,.2,… решение системы (2) в 

изображениях по Лапласу приводится к 

свертке 
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При равных интенсивностях возникно-

вения дефектов λ0 = … = λn … вероятности 

числа дефектов к моменту t распределены 

по закону Пуассона: 
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со средним и дисперсией, равными λ0t. 

Возможности аналитических методов 

являются весьма ограниченными. Поэтому 

более целесообразно перейти к разработке 
компьютерной имитационной модели, поз-
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воляющей в рамках одного алгоритма ими-

тации исследовать более широкий класс 
динамических процессов накопления де-
фектов при износе и старении материала. 

Интервалы времени между появления-

ми новых дефектов и исчезновением уже 
существующих дефектов являются незави-

симыми случайными величинами. Схема-
тически динамика появления и исчезнове-
ния дефектов в материале изображена на 
рис.1. На рисунке τ1, τ2,… – интервалы 

времени от очередного события (появле-
ния нового дефекта или исчезновения су-

ществующего) до момента появления сле-
дующего дефекта; θ1, θ2,… – интервалы 

времени от очередного события до исчез-
новения одного из существующих дефек-

тов; n(t) – число дефектов в материале на 
момент времени t. 
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Рис. 1 

 

Описанная схема возникновения и ис-
чезновения дефектов известна в теории 

вероятностей как "задача о дискретном 

одномерном блуждании", "задача о разо-

рении игрока", "задача о первом достиже-
нии границы". При определенных упро-

щающих предположениях эти задачи име-
ют аналитическое решение [1], [4]. Отли-

чие рассматриваемой задачи о накоплении 

дефектов от перечисленных классических 

задач теории вероятности в том, что в ней 

не допускаются физически бессмысленные 

отрицательные значения числа дефектов, 

что блокируется соответствующим усло-

вием в приведенной ниже процедуре, реа-
лизующей алгоритм моделирования. 

Предположим, что число одновременно 

присутствующих в материале дефектов не 

должно превышать предельное значение 

N. Обозначим TauSr и TetaSr – средние 
значения случайных величин τ и θ.  

На рис. 2 приведены четыре реализации 

накопления числа дефектов n(t), получен-

ные с помощью приведенной модели при 

одних и тех же стартовых условиях: 

TauSr = 5 ед., TetaSr = 10 ед., N = 20 де-
фектов, интервалы распределены по экс-
поненциальному закону. Видно, что время 

накопления одного и того числа дефектов 

может сильно различаться в разных реали-

зациях [6], [7]. Поэтому для использования 

результатов моделирования следует полу-

чить достаточно надежные оценки распре-
деления этого времени и изучить зависи-

мость этого распределения от особенно-

стей моделирования. 
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Рис. 2 

 

Предварительную числовую оценку 

можно получить исходя из следующих со-

ображений. Допустим, что к моменту T 

число дефектов в материале достигло N. 

Число дефектов, появившихся за это вре-
мя, обозначим np, а исчезнувших nm. То-

гда N = np – nm, а среднее время на появ-

ление этих дефектов можно представить 

выражением T = np·TauSr + nm·TetaSr. Ре-
шение этих двух уравнений относительно 

np и nm при T > N TauSr: 

 

T NTauSr
nm ,

TauSr TetaSr

T NTetaSr
np .

TauSr TetaSr

−
=

+

+
=

+

          (5) 

 

Например, если TauSr = 5 ед., TetaSr = 

= 10 ед., то чтобы к моменту времени T = 

= 2500 ед. в материале присутствовало N = 

= 50 дефектов, за это время должно было 

появиться np = 200 и nm = 150 из них 

должно исчезнуть.   
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Для оценки распределения времени 

накопления N дефектов было выполнено 

Npovt = 10000 повторных независимых 

прогонов модели. Накопленные значения 

T позволили получить оценки распределе-
ния этих значений. Гистограмма значений 

T приведена на рис.3. С применением ин-

струментария dfittool пакета Matlab было 

установлено, что по критерию максималь-

ного правдоподобия гистограмма наилуч-

шим образом соответствует так называе-
мому инверсному Гауссову распределению 

(распределению Вальда) с функцией плот-
ности вероятности: 
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Здесь µ – математическое ожидание T; 

µ3 / λ – дисперсия T; µ / λ – квадрат коэф-

фициента вариации T. 

Это распределение возникает при мо-

делировании последовательности случай-

ных шагов, например, в моделях броунов-

ского движения или задачах последова-
тельного контроля Вальда. Например, рас-

смотрим последовательность независимых 

шагов за фиксированные интервалы вре-
мени dt со случайными независимыми 

скоростями vj. Тогда смещение S(N) точки 

за N шагов будет равно сумме: 
 

N

j
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Очевидно, что распределение смеще-
ния S(N) можно найти через характеристи-

ческие функции распределения vj. В силу 

центральной предельной теоремы при 

большом числе шагов смещение S(N) рас-

пределено по нормальному закону. Изме-

ним схему и будем считать, что смещения 

точки на каждом шаге одинаковы ds, а за-
траты времени на шаг равны dtj = ds / vj. 

Тогда суммарные затраты времени на N 

шагов равны: 

 
N
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В этом случае распределение T(N) за-
висит от распределения величин, обратных 

скоростям на каждом шаге. Заметим, что 

величины скоростей vj должны содержать 

детерминированную составляющую Vj. 

Она должна быть одного знака и достаточ-

но большой, чтобы значения dtj были не 
только всегда одного знака, но и не содер-

жали больших значений (при vj, близких к 

нулю). Если случайные составляющие 

скоростей распределены по нормальному 

закону, то распределение T(N) является 

инверсным Гауссовым распределением. 

Вполне естественно, что именно это 

распределение оказалось наилучшей ап-

проксимацией полученных модельных 

данных. Кривая функции плотности веро-

ятности (InvNormDistr) показана на рис. 3.  
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Рис. 3 

 

Оценки параметров распределения: 

λ = 179,36 со среднеквадратической ошиб-

кой 2,54; µ = 22,88 со среднеквадратиче-
ской ошибкой 0,08. Оценки среднего и 

дисперсии: Tsr = 22,88; S2T = 66,81. Боль-

шой разброс значений T показывает, что 

при прогнозировании сроков старения ма-
териала ориентироваться только на число-

вые характеристики, например, среднее 

значение, было бы ошибкой. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Предложена простая компьютерная 

модель динамики развития дефектов в од-

номерном однородном материале в нор-
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мальных условиях эксплуатации. Установ-

лен закон распределения времени накоп-

ления предельно допустимого числа де-
фектов. Показано, что статистический раз-
брос данных по отдельных выборкам ве-
лик, что не допускает использования при 

прогнозировании только усредненных 

данных.     
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