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Выполнено сравнение результатов оценивания коэффициента парной 

корреляции методами, основанными на нормальной и асимптотической 

теории статистики, и бутстреп-методами. Сравнение выполнено мето-

дами статистического моделирования с высокой надежностью получаемых 

выводов, которая обеспечивается большими объемами повторных испыта-

ний. Исследование проведено на примере коэффициента парной корреляции 

для выборочных данных в широком диапазоне размеров выборки для нормаль-

ных и равномерно распределенных случайных величин. 

 

The results of evaluating the pair correlation coefficient using methods based on 

normal and asymptotic statistical theory and bootstrap methods are compared. The 

comparison was performed using statistical modeling methods with high reliability 

of the obtained conclusions, which is provided by large volumes of repeated tests. 

The study is based on the example of the pair correlation coefficient for sample data 

in a wide range of sample sizes for normal and uniformly distributed random vari-

ables. 
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Измерения и обработка данных при 

оценке качественных показателей тек-

стильных материалов и изделий, как пра-

вило, ввиду больших трудо- и временных 

затрат вынуждены обходиться выборками 

малого объема [1]. Бутстреп (bootstrap)-ме-

тоды (БМ) уже сорок лет привлекают за-

манчивой перспективой извлечь большой 
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объем информации из выборочных данных 

при малом их объеме n [2], [3]. Результат 

достигается за счет многократного исполь-

зования выборочных данных в повторных 

выборках. Повторные выборки с возвратом 

данных отбираются из исходной выборки 

случайным образом. Общее количество по-

вторных выборок одинакового объема и от-

личающихся друг от друга хотя бы одним 

элементом равно nn. Даже для выборок уме-

ренного объема это количество может быть 

огромным и позволяет надеяться на получе-

ние не только точечных, но и интервальных 

оценок целевых показателей. С позиций 

теории информации интерпретация эффек-

тивности БМ такова: классические стати-

стические методы, основанные на нормаль-

ной, асимптотической или робастной тео-

рии (АН - оценки), не позволяют извлечь 

"всю" информацию, содержащуюся в ис-

ходной выборке. БМ позволяют это сде-

лать, и поэтому можно обойтись выбор-

ками меньшего объема. К сожалению, тео-

ретические исследования, посвященные 

изучению информационно-статистических 

свойств БМ - оценок, не дают однозначного 

ответа на вопрос об их преимуществах. Ли-

тература на тему БМ, в основном, сводится 

к описанию разных вариаций БМ и алго-

ритмов их реализации. Вместе с тем о попу-

лярности БМ говорит включение инстру-

ментария для реализации БМ в распростра-

ненные программные пакеты.  

Наибольший интерес представляет за-

дача о зависимости точности БМ-оценки 

целевого показателя от объема выборки и 

сравнения этой оценки с АН - оценкой. Рас-

смотрим эту задачу на примере исследова-

ния корреляционных показателей. В каче-

стве такого целевого показателя возьмем 

коэффициент парной корреляции между 

двумя нормально распределенными слу-

чайными величинами. Коэффициент корре-

ляции является одним из наиболее часто 

оцениваемых показателей во многих иссле-

дованиях регрессий и корреляций при кон-

троле и управлении технологическими про-

цессами и изучении свойств текстильных 

материалов. Поэтому результаты оценива-

ния представляют общий интерес. Проце-

дура получения как точечной, так и интер-

вальной оценок коэффициента парной кор-

реляции для нормально распределенных 

случайных величин известна [4], [5]. Рас-

пределение точечной выборочной оценки 

коэффициента корреляции с ростом объема 

выборки весьма медленно сходится к нор-

мальному распределению. Поэтому при 

умеренных объемах выборки (до 100 пар 

значений) для применения нормальной тео-

рии и получения интервальных оценок ис-

пользуют так называемое преобразование 

Фишера оценки коэффициента корреляции 

[6], [7]. Именно этот общепризнанный под-

ход реализован в функции corr системы 

Matlab. БМ-оценки коэффициента корреля-

ции получим методом компьютерного ста-

тистического моделирования [8…10]. 

В качестве источника данных – парной 

выборки – используем простейшую линей-

ную корреляционную модель Y = X + Z. 

Здесь X и Z, а соответственно, и Y – нор-

мально распределенные случайные вели-

чины. Если X и Z не коррелированы, то ко-

эффициент парной корреляции между X и 

Y равен 

 

2 2
z xR 1 1 S S  , 

 

где Sx и Sz – среднеквадратические откло-

нения (СКО) X и Z. При имитации выборки 

выберем значения СКО Sx = 1 и Sz = √3. Тем 

самым задаем определенный коэффициент 

корреляции между X и Y , равный R = 0,5. 

Реализуем "классическую" АН - оценку 

коэффициента корреляции средствами 

Matlab с помощью следующих строк 

>>  n = 10000; x = normrnd (0, 1, n, 1); z = 

= normrnd (0, sqrt(3), n, 1);  y = x + z; 

>>  [r, p, rlo, rup] = corrcoef (x, y); 

При точном значении коэффициента 

корреляции 0,5 его точечная оценка по пар-

ной выборке объемом n = 10000 пар значе-

ний X и Y оказалась равной r = 0,5078, и ин-

тервальная оценка (rlo = 0,4931; rup = 

= 0,5222). Как видим, при больших объемах 

выборки n точность оценки весьма высока 

с высокой надежностью 0,95. Для выборок 

малого объема n = 5 вычисленные тем же 

методом точечная и интервальная АН-

оценки являются абсолютно неприемле-
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мыми. Например, одна выборка дает точеч-

ную оценку r = +0,1744 и интервальную 

оценку (rℓo = -0,8366; rup = +0,9158), вторая 

выборка r = +0,8603 и (rℓo = -0,0911; rup = 

= +0,9907), а третья выборка r = - 0,0066 и 

(rℓo = -0,8837; rup = 0,8808), что лишний раз 

доказывает непригодность методов асимп-

тотической или нормальной теории для 

оценки коэффициента корреляции при ма-

лых выборках. 

Рассмотрим возможности БМ для реше-

ния той же задачи точечной и интервальной 

оценки коэффициента корреляции для раз-

ных объемов парной выборки. Число бут-

стреп-выборок, генерируемых на основе 

исходной парной выборки, обозначено nb. 

Это число в эксперименте принималось 

равным nb = 500. Для получения оценок ис-

пользованы следующие команды Matlab: 

>>  n = 10000; x = normrnd( 0, 1, n, 1); z = 

= normrnd( 0, sqrt(3), n, 1); y = x + z; 

>>  nb = 500; [ bootstat, bootsam ] = boot-

strap ( nb, @corr, y, x ) ; 

>>  rb = mean( bootstat );  [rbℓo, rbup] = 

= bootci( nb, @corr, y, x ); 

и далее повторение для nb = 100; 25; 10; 5. 

Результаты модельного эксперимента 

приведены в табл. 1 (сравнение оценок пар-

ного коэффициента корреляции нормаль-

ным/асимптотическим методом и бутстреп-

методом). В 1-й строке приведен объем мо-

дельной парной выборки n. Во 2-й строке - 

точечная АН-оценка. В 3-й и 4-й строках 

приведены нижняя и верхняя границы ин-

тервальной АН-оценки коэффициента кор-

реляции. В 5-й, 6-й и 7-й строках – точечная 

и интервальная БМ-оценки. В предпослед-

них строках таблицы приведены длины 

оцененных доверительных интервалов для 

доверительной вероятности 0,95, равные D = 

= rup – rℓo и Db = rbup – rbℓo, а в последней 

строке – их отношение Ebc = Db / Dc. 

 
Т а б л и ц а  1 

1 n 10000 100 25 10 5 

2 r 0,5078 0,4455 0,4518 0,5109 0,4459 

3 rℓo 0,4931 0,2730 0,0689 -0,1750 -0,7193 

4 rup 0,5222 0,5903 0,7186 0,8629 0,9532 

5 rb 0,4900 0,5008 0,5728 0,5502 0,4872 

6 rbℓo 0,4722 0,3255 0,1933 -0,0910 -1,0000 

7 rbup 0,5027 0,6420 0,7785 0,8878 1,0000 

8 D 0,0291 0,3173 0,6497 1,0379 1,6725 

9 Db 0,0305 0,3165 0,5852 0,9788 2,0000 

10 Ebc 1,0481 0,9975 0,9007 0,9431 1,1958 

 

На рис. 1 (r = 0,4789; rℓo = -0,6985; rup = 

= 0,9569; rb = 0,4815;  rbℓo = -1;  rbup = +1. 

Объем выборки n = 5) и рис. 2 (r = 0,6819;  

rℓo = 0,0915;  rup = 0,9176; rb = 0,6719;  rbℓo= 

=0,2226; rbup=0,9327. Объем выборки n=10) 

показаны примеры гистограмм значений 

точечной оценки коэффициента корреля-

ции rb для R, полученной БМ-методом для 

n = 5 и n = 10, построенные по nb = 500 бут-

стреп-выборкам. Видно, что БМ-оценки так 

же, как и АН-оценки коэффициента корре-

ляции, имеют существенно асимметричные 

распределения с настолько широким диапа-

зоном значений, что это делает оценки не-

приемлемыми. 

 

    
                                            Рис. 1                                                                                      Рис. 2 
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Сравним полученные результаты АН и 

БМ-оценивания парного коэффициента 

корреляции. Оба подхода дают близкие то-

чечные оценки и практически одинаковую 

точность (длины доверительных интерва-

лов), хорошие при очень больших выбор-

ках, удовлетворительные при выборках 

среднего объема и неприемлемые для ма-

лых выборок n = 10 и 5. Значения критерия 

Ebc наглядно показывают, что в широком 

диапазоне объемов выборок точность 

оценки коэффициента корреляции сравни-

ваемыми методами практически одинакова. 

Чтобы убедиться в робастности этого 

вывода, эксперимент был повторен с равно-

мерно распределенными случайными вели-

чинами X и Z : X ~ Uniform( -1;1 ); Z ~ Uni-

form( -√3; √3 ). В табл. 2 для разных объе-

мов парных выборок приведено по четыре 

повторных значения показателя Ebc, вы-

численные на разных множествах случай-

ных чисел. Из данных таблицы следует, что 

на всем исследованном диапазоне объемов 

выборок от n =5 до n = 10000 длина довери-

тельных интервалов для оценки коэффици-

ента корреляции, полученной с примене-

нием формул асимптотической теории оце-

нивания, практически такая же, как и оцен-

ка, полученная с применением БМ. Заме-

тим, что при малых объемах выборки n = 5 

оба класса методов оценивания дают оди-

наково большой диапазон разброса длины 

доверительного интервала, то есть точ-

ность оценивания недопустимо мала и 

ненадежна, каков бы ни был метод, и как бы 

ни были распределены исследуемые слу-

чайные величины. 

Т а б л и ц а  2 

n 5 10 25 100 10000 

Ebc 

2,3310 1,1346 1,0929 1,0810 1,0116 

0,5821 1,0214 1,1466 0,8966 0,8914 

1,1272 1,1478 0,8198 0,9408 0,9030 

1,1337 0,8452 0,9903 0,9748 0,9412 

 

Следовательно, по крайней мере, в дан-

ной задаче затраты на более сложную и 

длительную компьютерную обработку вы-

борочных данных при использовании БМ 

оказываются неоправданными повышени-

ем точности и достоверности результатов. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Бутстреп-методы дают приемлемые 

оценки измеряемого показателя на выбор-

ках среднего (> 30) и большого объема. При 

этом их точность сопоставима с точностью 

оценок, получаемых на основе нормальной 

или асимптотической теории статистики, 

то есть бутстреп-методы, будучи более тру-

доемкими, не дают выигрыша в точности и 

надежности оценивания. Для малых выбо-

рок нормальные и бутстреп-методы дают 

одинаково неточные результаты с низкой 

надежностью. 
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