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Разрабатываются методы математического моделирования и спек-

тральной оценки функциональных свойств технического текстиля. Спек-

тральная оценка функциональных свойств текстильных материалов позво-

ляет получить значения среднестатистических времен релаксации, харак-

теризующих релаксационные свойства указанных материалов, и значения 

среднестатистических времен запаздывания, характеризующих деформа-

ционные свойства этих материалов. 

 

Methods of mathematical modeling and spectral estimation of the functional 

properties of technical textiles are being developed. A spectral estimation of the 

functional properties of textile materials allows one to obtain the values of the aver-

age relaxation times characterizing the relaxation properties of these materials, and 

the values of the average delay times characterizing the deformation properties of 

these materials. 
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В основе исследования функциональ-

ных свойств технического текстиля лежит 

математическое моделирование основопо-

лагающих вязкоупругих процессов этих ма-

териалов – релаксации и ползучести. Од-

ним из развиваемых вариантов математиче-

ского моделирования вязкоупругости тек-

стильных материалов является вариант, ос-

нованный на аналитической аппроксима-

ции экспериментальных "семейств" кривых 

релаксации и ползучести с помощью раз-

личных нормированных релаксационных 

функций и функций запаздывания по лога-

рифмической шкале приведенного времени 

[1].  

Увеличение разнообразия текстильных 

материалов, обладающих той или иной мо-

лекулярной и надмолекулярной структурой 

и проявляющих, в силу сказанного, те или 

иные функциональные свойства, способ-

ствует совершенствованию имеющихся и 

разработке новых, более точных, математи-

ческих моделей, описывающих те или иные 

функциональные свойства указанных мате-

риалов. В настоящее время имеется не-

сколько математических моделей функцио-

нальных свойств полимерных текстильных 

материалов, основанных на аппроксимации 

экспериментальных "семейств" релаксации 

и ползучести различными нормирован-

ными функциями [2].  

В частности, было показано [3], что, 

если для математического моделирования 

вязкоупругих свойств полимерных тек-

стильных материалов относительно про-

стой макроструктуры типа нитей и волокон 

достаточно использовать в качестве норми-

рованной функции интеграл вероятности 

(ИВ) или нормированный гиперболический 

тангенс (ГТ), то для математического моде-

лирования вязкоупругости полимерных 

текстильных материалов более сложной 

макроструктуры, к которым следует отне-

сти ткани, пряжу, жгуты, канаты и т.д., це-

лесообразно использовать функцию норми-

рованный арктангенс логарифма приведен-

ного времени (НАЛ). Функция НАЛ явля-

ется интегральной функцией вероятност-

ного распределения Коши, главным досто-

инством которого является свойство за-

мкнутости относительно операции сложе-

ния случайных величин (то есть сумма слу-

чайных величин, распределенных по за-

кону Коши, также распределена по этому 

закону) [4].  

Из этого важного свойства вероятност-

ного закона распределения Коши следует, 

что вязкоупругие процессы, как составных 

частей текстильного материала сложной 

макроструктуры (нитей, волокон), так и са-

мого материала (тканей, пряжи) в целом, 

могут быть описаны одной математической 

моделью, в основе которой лежит функция 

НАЛ, что существенно упрощает процесс 

математического моделирования вязко-

упругости [5].  

Учитывая сказанное, математическое 

моделирование процессов релаксации и 

ползучести технического текстиля целесо-

образно проводить на основе нормирован-

ной функции НАЛ. Одним из основопола-

гающих достоинств предлагаемой матема-

тической модели вязкоупругости является 

выполнение требования к наименьшему 

числу параметров-характеристик модели и 

их физическая обоснованность. К тому же 

выбранная модель вязкоупругости обла-

дает достаточной простотой, достигаемой 

за счет учета нелинейности в интегральных 

ядрах релаксации и запаздывания (времена 

релаксации и запаздывания вводятся как 

параметры модели), а не за счет усложне-

ния самого ядра [6]. 

Следовательно, математическое моде-

лирование вязкоупругости технического 

текстиля проводилось на основе функции 

НАЛ, которую можно записать в виде 

функции релаксации: 

 

t
n

1 1 1 t
arctg ln

2 b


 

 
    

  
    (1) 
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для процесса релаксации и в виде функции 

запаздывания 

 

t
n

1 1 1 t
arctg ln

2 b


 

 
    

  
   (2) 

 

для процесса ползучести. 

С учетом сказанного математические 

модели релаксации (3) и ползучести (4) 

имеют вид [7]: 

 

 t 0 0 tE E E E      ,       (3) 

 t 0 0 tD D D D      .    (4) 

 

Здесь  t – время; 
n1 b 

 – параметр интен-

сивности процесса релаксации; nσ1 b  – па-

раметр интенсивности процесса ползуче-

сти;   – время релаксации (время, за кото-

рое проходит половина процесса релакса-

ции при величине деформации ε);   – 

время запаздывания (время, за которое про-

ходит половина процесса ползучести при 

величине напряжения σ); tE     – мо-

дуль релаксации; 0E  – модуль упругости; 

E
 – модуль вязкоупругости; tD     – 

податливость; 0D  – начальная податли-

вость; D
 – предельная равновесная подат-

ливость;   – деформация; F S   – напря-

жение; F – усилие при растяжении; S – пло-

щадь поперечного сечения технического 

текстиля. 

Несомненным достоинством математи-

ческих моделей (1)...(4) является то, что они 

содержат минимальное число параметров, 

имеющих четкий физический смысл [8]:  

0 0E ,E ,D ,D   – асимптотические значе-

ния модуля релаксации и податливости:  

 

0 t t 0 t t
t 0 t t 0 t

E lim E , E lim E , D lim D , D lim D     
   

                     (5) 

 

 

– структурные параметры nb   и nb   ха-

рактеризуют скорость процессов релакса-

ции и ползучести; указанные параметры со-

ответствуют логарифму приведенного вре-

мени "полурелаксации" (половина про-

цесса релаксации при деформации   про-

исходит в интервале времени  t t , t  , где 

   n nln t b , ln t b         ) и "по-

лузапаздывания" (половина процесса пол-

зучести при напряжении   происходит в 

интервале времени  t t , t  , где 

   n nln t b , ln t b         );  

– функции времен релаксации 

 
1 1f ln t     и времен запаздывания 

 
1 1f ln t    , характеризующие сдвиги 

кривых "семейств" релаксации и ползуче-

сти вдоль логарифмическо-временной 

шкалы содержатся соответственно в струк-

турно-деформационно-временном аргу-

менте-функционале:  

1
t

n n 1

t1 t 1 t
W ln ln ln

b b t


   

   
     

     
  (6) 

 

и в структурно-сило-временном аргументе-

функционале:  

 

1
t

n n 1

t1 t 1 t
W ln ln ln

b b t


   

   
     

     
. (7) 

 

Использование нормированной функ-

ции НАЛ в качестве основы математиче-

ской модели вязкоупругости позволяет с 

достаточной степенью точности моделиро-

вать функциональные свойства техниче-

ского текстиля. Указанное моделирование 

расширяет деформационно-временные и 

сило-временные границы прогнозирования 

деформационных процессов указанных ма-

териалов за счет достаточно медленной 

сходимости функции НАЛ к своим асимп-

тотическим  значениям. Аналитическое за- 
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дание функции НАЛ и принадлежность ее к 

классу элементарных функций упрощает 

дифференциально-интегральные преобра-

зования в рамках рассматриваемой матема-

тической модели и облегчает процесс на-

хождения вязкоупругих характеристик [9]. 

Разработанные методы математиче-

ского моделирования функциональных 

свойств технического текстиля необхо-

димы для получения спектральной оценки 

этих свойств. Спектральная оценка функ-

циональных свойств текстильных материа-

лов позволяет определить значения средне-

статистических времен релаксации, харак-

теризующих релаксационные свойства ука-

занных материалов, и значения среднеста-

тистических времен запаздывания, характе-

ризующих деформационные свойства этих 

материалов. 

Функциональные свойства техниче-

ского текстиля характеризуются спектром 

релаксации H
 и спектром запаздывания Q . 

Модуль релаксации связан со спектром 

релаксации H
 через функцию релаксации 

t  формулой [10]: 

 

tx t
t

0

d
H e dx r

dt



 
 


  ,       (8) 

 

представляющей собой преобразование 

Лапласа, в котором спектр релаксации H  

играет роль оригинала, а ядро релаксации 

r t  – роль изображения в терминах опера-

ционного исчисления.  

Для получения приближений нормиро-

ванного спектра релаксации можно восполь-

зоваться рекуррентными формулами [11]: 

 

при k=1    t
1 tt

t

H r
ln t







   


,       (9) 

 

при k 2     

 

k 1
k k 1

t k 1

1 dH
H H

k 1 dln




  

 
 

.(10) 

 

Спектр запаздывания Q  связан с по-

датливостью через функцию запаздывания 

t  формулой: 

 

tx t
t

0

d
Q e dx r

dt



 
 


  ,       (11) 

 

представляющей собой преобразование 

Лапласа, в котором спектр запаздывания 

Q  играет роль оригинала, а ядро запазды-

вания r t
 – роль изображения в терминах 

операционного исчисления.  

Для получения приближений нормиро-

ванного спектра запаздывания можно вос-

пользоваться рекуррентными формулами 

12: 

 

при k=1    t
t1 t

t

Q r
ln t







   


,  

  

(12) 

и при k 2    

 

k 1
k k 1

t k 1

1 dQ
Q Q

k 1 dln




  

  
 

. (13) 

 

На основе рекуррентных соотношений 

(9)...(10) и (12)...(13) для приближений 

спектров релаксации kH  и ползучести kQ  

предложено решение задачи об аналитиче-

ской взаимосвязи между нелинейно-

наследственным ядром релаксации и де-

формационно-временным спектром релак-

сации, а также между нелинейно-наслед-

ственным ядром ползучести и сило-времен-

ным спектром ползучести на примере зада-

ния функций релаксации и ползучести в 

виде НАЛ. 

Задачи определения спектров релакса-

ции и спектров ползучести свелись к 

нахождению коэффициентов 
nb 

 и nb  , за-

висящих от структуры материала [13].  

Следует также заметить, что спектры 

релаксации H  и ползучести Q  с достаточ-

ной степенью точности характеризуются 

своими первыми приближениями – релак-

сационным ядром и ядром ползучести, а по-

следующие приближения быстро сходятся 

к точным значениям спектров (рис. 1 – при-

ближения спектра релаксации nH  тек-

стильной пряжи ( b 2,94nε  , Т=20°С)).  
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Рис. 1  

 

Достаточно большие реальные значения 

структурно-чувствительных параметров 

nb 
 и 

nb 
 упрощают решения задач о взаи-

мосвязи деформационно-временного ядра 

со спектром релаксации и сило-временного 

ядра со спектром ползучести. В этом случае 

уже первые приближения можно считать 

близкими к точным решениям. По мере 

уменьшения численных значений указан-

ных параметров разница между первыми и 

вторыми приближениями будет возрастать, 

но, вероятнее всего, в большинстве реаль-

ных случаев уже третьих или, в крайнем 

случае, пятых приближений будет вполне 

достаточно [14]. 

Как показал эксперимент, спектры мате-

риалов с простой макроструктурой доста-

точно точно строятся как с использованием 

функции НАЛ, так и с использованием 

функции ИВ. Однако для материалов со 

сложной макроструктурой предпочтитель-

нее при построении спектров пользоваться 

функцией НАЛ, имеющей более широкий 

спектр по сравнению с ИВ. Программное 

обеспечение по численному расчету спек-

тров релаксации и запаздывания суще-

ственно упрощает процесс нахождения не-

обходимых приближений, повышая точ-

ность расчета [15]. 

Все разработанные методики находят 

свое применение как в научных исследова-

ниях при изучении свойств текстильных 

материалов, так и в учебных целях: теоре-

тические результаты включены в лекцион-

ные курсы, а методики и программное обес-

печение – в лабораторные практикумы для 

студентов и аспирантов. Применение раз-

работанных методик на практике заметно 

упрощается благодаря автоматизации соот-

ветствующих вычислительных процессов 

посредством программного обеспечения. 

Включение методик определения различ-

ного рода параметров и характеристик в 

единые программные пакеты определяет их 

универсальность и возможность параллель-

ного использования при прогнозировании 

вязкоупругих состояний текстильных мате-

риалов. Создание удобного и наглядного 

интерфейса позволяет освоить примени-

мость данных методик персоналу с мини-

мальной степенью подготовленности и не 

требует специальной квалификации. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Разработан и апробирован метод ма-

тематического моделирования функцио-

нальных свойств технического текстиля. 

2. Разработан метод спектральной оцен-

ки функционально-релаксационных про-

цессов технического текстиля. 

3. Разработан метод спектральной оцен-

ки функционально-деформационных свойств 

технического текстиля. 

4. Разработаны численные методы рас-

чета спектров релаксации и спектров запаз-

дывания технического текстиля. 
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