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В статье приведены результаты аналитического описания формы кри-

вых контакта валков в двухвалковом модуле. Найдены уравнения кривых 

контакта валков в случае, когда деформационные свойства контактирую-

щихся тел описаны эмпирическими степенными зависимостями. Выявлено, 

что эти кривые описывают все частные случаи взаимодействия обрабаты-

ваемого материала с парами валков в двухвалковых модулях. 

 

The article presents the results of analytical description of the contact curve 

shape of the rolls in the two-roller module. Equations for the curve contact of the 

rolls are found under conditions of the deformation properties of the contacting bod-

ies being described by empirical power dependences. These curves were revealed to 

describe all special cases of interaction of the processed material with pairs of rolls 

in two-roll modules. 
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Одной из основных задач теории кон-

тактного взаимодействия двухвалковых 

модулей является аналитическое описание 

формы кривых контакта валков. 

Аналитическое описание формы кри-

вых контакта валков в случае, когда валки 

имеют эластичные покрытия, представляет 

собой достаточно сложную задачу. Точная 

форма кривых контакта в этом случае пока 

не выяснена. Поэтому задачи контактного 

взаимодействия, например, анализ напря-

женного состояния в двухвалковом модуле, 

решается на основе предварительного вы-

бора формулы кривой контакта валков. 

Обычно применяют дугу окружности, эл-

липса и параболу, которые описываются 

формулой 
a

r
1 ecos


 

 [1], или простые ме-

ханические модели, определяемые уравне-

ниями r=R и 
R cos

r
cos





 [2]. 

Рассматриваем асимметричный двух-

валковый модуль, в котором валки распо-

ложены относительно вертикали наклоном 

справа, имеют неравные диаметры и эла-

стичные покрытия из материалов с различ-

ными жесткостями, слой материала имеет 

равномерную толщину и подан наклоном 

вниз относительно линии центров (рис. 1 – 

cхема взаимодействия в двухвалковом мо-

дуле). 
 

 
 

Рис. 1 

 

Формы кривых контакта валков в 

первую очередь зависят от деформацион-

ных свойств обрабатываемого материала и 

покрытия валков, то есть от деформирова-

ния контактирующихся тел двухвалковых 

модулей. 

Накоплено большое количество экспери-

ментальных данных о деформировании кон-

тактирующихся тел двухвалковых модулей, 

таких как кожа, ткани, хлопок, бумага, резина, 

шерсть, техническое сукно и другие. Анализ 

этих данных показал, деформационные свой-

ства таких материалов могут быть описаны 

либо эмпирической зависимостью "напряже-

ния – относительная деформация", либо рео-

логической моделью, учитывающей упру-

гость по Гуку, вязкость по Ньютону и пла-

стичность по Сен-Венану. 

Данная работа посвящена аналитиче-

скому описанию формы кривых контакта 

валков в случае, когда деформирования 

контактирующихся тел заданы эмпириче-

скими зависимостями "напряжения – относи-

тельная деформация".  

Для описания деформирования контак-

тирующихся тел в двухвалковых модулях 

используют различные эмпирические фор-

мулы. Среди этих формул, ввиду своей про-

стоты и достаточно хорошего соответствия 

опытным данным, наиболее используемой 

является степенной закон связи напряже-

ний и деформаций 
nA   , где A,n   ко-

эффициенты деформирования и упрочне-

ния. Изменения коэффициента упрочнения 

n от единицы до бесконечности соответ-

ствуют широкому диапазону моделей мате-

риалов от линейно упругого до жестко-иде-

ально-пластического [3]. 

Рассмотрим взаимодействия слоя мате-

риала с нижним валком. Кривая контакта 

нижнего (i 1)  валка (кривая A1A2) состоит 

из участков сжатия (j=1) A1K и восстанов-

ления (j=2) KA2, где K – точка кривого кон-

такта нижнего валка, лежащая на линии 

центров (прямой, соединяющей центров 

валков) (рис. 1). Точка B1 участка A1K опре-

деляется полярными координатами 11r  и 11 , 

а точка B2 участка KA2 ‒ 12r  и 12 .  
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Согласно рис. 1:  

 

11 11 0,     12 120     .      (1) 

 

В процессе взаимодействия с валками 

изменения угла наклона слоя материала от-

носительно линии центров выражаются за-

висимостями [4]:  

 

1 11

11

,
 

 


 11 11 0,     

2 12

12

,
 

 


 
12 120     .          (2) 

 

Пусть деформационные свойства по-

крытия нижнего валка и слоя материала 

при сжатии заданы формулами  

  
11n

11 11 11A ,    1*m*

11 1 11B ,              (3) 

 

где 
11 11 11 11, ,A ,n , 

* *

11 11 1 1, ,B ,m    напряже-

ния, деформация, коэффициенты деформи-

рования и упрочнения покрытия нижнего 

валка и слоя материала при сжатии.  

В точках кривой контакта нижнего 

валка деформация контактирующихся тел 

будет происходить по нормали n-n. По-

этому в каждой точке участка A1K выпол-

няется условие 
*

11 11

cos cos

 


 
, где  угол 

между радиусом 11r  и линией n-n. Отсюда 

имеем 
*

11 11   .  

Тогда из равенств (3) получаем:  

  
11 1n *m

11 11 1 11A B .               (4) 

 

Контактное взаимодействие в двухвал-

ковых модулях с валками, имеющими эла-

стичные покрытия, можно рассматривать 

по аналогии с качением эластичного колеса 

по деформируемому грунту [2]. В теории 

качения колеса аналитическое описание 

формы линии контакта эластичного колеса 

с деформируемым грунтом связывают с со-

отношением скоростей деформирования 

контактирующихся тел [5], [6].  

 

Исходя из вышесказанного, считаем: 
 

 

11

11*

11

d

dt .
d

dt



 


                  (5) 

 

Продифференцировав обе части равен-

ства (4), находим: 

 

11 1

*
n 1 *m 111 11

11 1 11 1 1 11

d d
n A m B .

dt dt

  
    

 

Отсюда с учетом равенств (4) и (5) 

имеем: 

 

11 11
11*

11 1

n
.

m


 


                   (6) 

 

Согласно рис. 1 относительные дефор-

мации контактирующихся тел имеют вид: 

 

1 11
11

1

R r ,

H


   

11
11 1

* 11
11 0

11

cos( )
r R

cos( )

h

  


  
  , (7) 

 

где 1H   толщина эластичного покрытия 

нижнего валка; 

 

0 21 1
11 1

11 21

sin( )
h

sin( )

  
 

  
.              (8) 

 

Из равенства (6) с учетом выражения (7) 

находим: 

 

 11
1 11 11 11 11 1

11

cos( )
R r k r R

cos( )

   
    

   
, (9) 

 

где k11 =
n11H1sin(ϕ11+ϕ21)

m1δ1sin(ϕ21−γ1)
; 11 ‒ соотноше-

ние скоростей относительных деформаций 

эластичного покрытия нижнего валка и 

слоя материала при сжатии. 

Решив равенства (9) относительно 11r , 

найдем уравнение кривой контакта участка 

1A K  и с учетом выражения (2) получим: 
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1 11 1 11
11 11 11 11 11

11 11 11 11

R cos( )
r 1 k , , 0.

1 k cos( )

     
         

      
                        (10) 

 

Аналогично формуле (10) находим уравнение кривой контакта участка КА2:  

 

1 12
12 12 12

12 12 12

R cos( )
r 1 k ,

1 k cos( )

   
   

     
 2 12

12

,
 

 


 
12 120 ,                           (11) 

 

где k12 =
n12H1sin(ϕ12+ϕ22)

m2δ2sin(ϕ22−γ2)
; 12  – соотноше-

ние скоростей относительных деформаций 

эластичного покрытия нижнего валка и 

слоя материала при восстановлении. 

Обобщая уравнения (10) и (11), найдем 

уравнения кривой контакта нижнего валка: 

 

1 11 1 11
11 11 11 11 11

11 11 11 11

1 12 2 12
12 12 12 12 12

12 12 12 12

R cos( )
r 1 k , , 0,

1 k cos( )

R cos( )
r 1 k , , 0 .

1 k cos( )

      
          

       


     
                

                          (12)  

 

По аналогии определения уравнения 

кривой контакта нижнего валка, опреде-

ляем уравнения кривой контакта верхнего 

валка: 

 

2 21 1 21
21 21 21 21 21

21 21 21 21

2 22 2 22
22 22 22 22 22

22 22 22 22

R cos( )
r 1 k , , 0,

1 k cos( )

R cos( )
r 1 k , , 0 ,

1 k cos( )

      
          

       


     
                

                         (13) 

 

где            k21 =
n21H2sin(ϕ11+ϕ21)

m1δ1sin(ϕ11+γ1)
; 

 

                 k22 =
n22H2sin(ϕ12+ϕ22)

m2δ2sin(ϕ12+γ2)
; 

 

21,  22   соотношение скоростей относи-

тельных деформаций эластичного покры-

тия верхнего валка и слоя материала при 

сжатии и восстановлении соответственно. 

 

 

 

Для любого времени t в зоне сжатия 

нижнего валка имеют место соотношения: 
 

Δr11 + Δh11 = Δℓ11,            (14) 

11
11

1

r
,

H


   * 11

11 0

11

h
,

h


   11 11

1

d 1 dr
,

dt H dt


   

*

11 11

0

11

d dhi
.

dt h dt


                (15) 

 

Подставляем выражения относитель-

ных деформаций из зависимостей (15) в ра-

венства (4) и преобразуем ее: 

 
11 1n m

11 11
11 1 0

1 11

r h
A B ,

H h

    
   

   
 

11 1n m
0

1 11 11 11
11 1 0

1 11

H r h h
A 1 B 1 ,

H h

     
     

   
  

0

1 11 11 11
11 11 1 1 0

1 11

H r h h
A 1 n B 1 m

H h

      
     

   
, 

0 0

11 11 1 11 11 11 1 1 11 1 11 1A ((1 n )H n r )h B ((1 m )h m h )H .                                (16) 
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Заметим, что 

 

1111
0

1 11 11
11 *

1111 1 11
0

11

drd

H h rdt
dhd H h

hdt




   

 
. 

 

Учитывая это, из равенства (14) имеем:  
 

Δr11 =
H1λ11

h11
0 +H1λ11

Δℓ11, Δh11 =

h11
0

h11
0 +H1λ11

Δℓ11. 
 

Подставим эти выражения 
11r  и 

11h  в 

равенства (16) и после преобразования ее 

находим: 

λ11 =
B1m1Δℓ11−(A11(1−n11)−B1(1−m1))h11

0

A11n11Δℓ11+(A11(1−n11)−B1(1−m1))H1
.  (17) 

Из равенства (14) с учетом выражений 

(7) и (15) находим: 

 

Δℓ11 = R1 (1 −
cos(ϕ11−γ)

cos(θ11+γ)
).      (18) 

 

Расчеты 
11  по формуле (17) можно 

упростить выражением Δℓ11, определяемой 

выражением (18), заменой средним значе-

нием.  

Среднее значения (Δℓ11)ср определим в 

соответствии с теоремой о среднем инте-

грального исчисления, заменяя при этом 

выражение 11cos( )    с выражением 

11 1cos( )   : 

 

 

 

 

или после интегрирования 

 

11 1 11 1
11 ср 1

11 1 11 1

cos( ) 1 sin( )
( ) R 1 ln .

2( ) 1 sin( )

       
           

                                (19) 

 

Таким образом, соотношение скоростей 

деформации покрытия нижнего валка и 

слоя материала в зоне сжатия определяется 

по формуле: 

 
0

1 1 11 ср 11 11 1 1 11

11

11 11 11 ср 11 11 1 1 1

B m ( ) (A (1 n ) B (1 m ))h
,

A n ( ) (A (1 n ) B (1 m ))H

    
 

    
                                 (20) 

 

где 0 21 1
11 1

11 21

sin( )
h

sin( )

  
 

  
;  

11 1 11 1
11 ср 1

11 1 11 1

cos( ) 1 sin( )
( ) R 1 ln .

2( ) 1 sin( )

       
           

 

Остальные соотношения скоростей де-

формации в двухвалковом модуле опреде-

ляем аналогично. 

Они имеют вид: 

 
0

2 2 12 ср 12 12 2 2 12

12

12 12 12 ср 12 12 2 2 1

B m ( ) (A (1 n ) B (1 m ))h
,

A n ( ) (A (1 n ) B (1 m ))H

    
 

    
                              (21) 

 

где 0 22 2
12 2

12 22

sin( )
h

sin( )

  
 

  
; 12 2 12 2

12 ср 1

12 2 12 2

cos( ) 1 sin( )
( ) R 1 ln ;

2( ) 1 sin( )

       
           

 

 

0

1 1 21 ср 21 21 1 1 21

21

21 21 21 ср 21 21 1 1 2

B m ( ) (A (1 n ) B (1 m ))h
,

A n ( ) (A (1 n ) B (1 m ))H

    
 

    
                            (22) 

11

0

11 1
11 ср 1 11

11 11

cos( )1
( ) R 1 d ,

cos( )
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где 0 11 1
21 1

11 21

sin( )
h

sin( )

  
 

  
; 21 1 21 1

21 ср 2

21 1 21 1

cos( ) 1 sin( )
( ) R 1 ln ;

2( ) 1 sin( )

       
           

 

0

2 2 22 ср 22 22 2 2 22

22

22 22 22 ср 22 22 2 2 2

B m ( l ) (A (1 n ) B (1 m ))h
,

A n ( l ) (A (1 n ) B (1 m ))H

    
 

    
                            (23) 

 

где 0 12 2
22 2

12 22

sin( )
h

sin( )

  
 

  
;  

22 2 22 2
22 ср 2

22 2 22 2

cos( ) 1 sin( )
( ) R 1 ln .

2( ) 1 sin( )

       
           

 

Таким образом, получены выражения 

(20)...(23), определяющие соотношение 

скоростей деформации в двухвалковых мо-

дулях.  

Системы уравнений (12) и (13) описы-

вают кривые контакта валков двухвалко-

вого модуля, представленного на рис. 1. 

Они являются математическими моделями 

этих кривых в случае, когда деформацион-

ные свойства контактирующихся тел опи-

саны эмпирическими степенными зависи-

мостями.  

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Получены формулы, описывающие 

форму кривых контакта валков в асиммет-

ричном двухвалковом модуле, в котором 

валки расположены относительно верти-

кали наклоном справа, имеют неравные 

диаметры и эластичные покрытия из мате-

риалов с различными жесткостями, слой 

материала имеет равномерную толщину, 

подан наклоном вниз относительно линии 

центров. 

2. Проанализированы все частные слу-

чаи обобщенного двухвалкового модуля и 

соответствующие частные виды получен-

ных формул. Выявлено, что полученные 

формулы являются общими в том смысле, 

они описывают все частные случаи взаимо-

действия обрабатываемого материала с па-

рами валков в двухвалковых модулях.  
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