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Рассматриваются методы корректировки параметров математиче-

ских моделей деформационных процессов полимерных текстильных мате-

риалов, повышающие точность их численного прогнозирования. Указанная 

корректировка параметров основана на применении критериев достоверно-

сти моделирования деформационных процессов этих материалов, получен-

ных с использованием методов операционного исчисления к определяющим 

уравнениям деформационных процессов.  

 

Methods for adjusting the mathematical model parameters of polymeric textile 

material deformation processes, which increase the accuracy of their numerical pre-

diction, are considered. The specified adjustment of the parameters is based on the 

application of criteria for the reliability of modeling the deformation processes of 

these materials, obtained using the methods of operational calculus, to the govern-

ing equations of deformation processes. 
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Введение 
Среди различных физико-механических 

характеристик полимерных текстильных 
материалов важное место занимают модуль 
релаксации и податливость, предназначае-
мые как для сравнительного анализа экс-
плуатационных свойств материалов, так и 
для расчета их нагруженных состояний в 
широком диапазоне неразрушающей меха-
нической нагрузки и времени ее действия. 

Сложившиеся представления о наслед-
ственном характере вязкоупругих свойств, 
проявляющихся в процессе деформирова-
ния полимерных текстильных материалов, 
определяют актуальность исследования 
этих процессов у различных материалов [1].  

Вывод об активирующем характере воз-
действия приложенной механической наг-
рузки на среднестатистические времена ре-
лаксации или запаздывания подтвердился 
многочисленными измерениями и привел к 
соответствующей модификации уравнений 
Больцмана-Вольтерра [2].  

При этом благодаря выбору физически 
обоснованных простейших ядер релакса-
ции и запаздывания удалось добиться, во-
первых, заметного упрощения уравнений 
состояния по сравнению с уравнениями, 
широко применяемыми в строительной ме-
ханике [3], и, во-вторых, распространения 
этих уравнений на случай нелинейной вязко-
упругости. Разработан ряд методик опреде-
ления соответствующих характеристик [4].  

Вместе с тем, вопрос об уточнении этих 
характеристик в связи с их интегральной 
спецификой продолжает представлять 
несомненный интерес для материаловедов, 
занимающихся анализом физико-механи-
ческих свойств различных полимерных 
текстильных материалов с позиции физики 
полимеров [5].  

Методы 
В настоящей статье рассматриваются 

формулы, предназначаемые для указанного 
контроля и уточнения, а также приводится 
пример их использования. 

Рассмотрим уравнения теории наслед-
ственной вязкоупругости [6]: 

 

t
σ =E ε + ε E dθ

t o t θ ε;t-θ
0

           (1) 

для релаксации и 
t

t o t ;t

0

D D d  
               (2) 

для ползучести. 

Здесь t – время;   – деформация;   – 

напряжение; 
tE
 – модуль релаксации; 

tD
 

– податливость.  

Уравнение (1) оказывается продуктив-

ным в случаях, когда переменная величина 

деформации известна – например, при ана-

литическом описании или прогнозирова-

нии диаграммы растяжения. Уравнение (2) 

становится удобным, когда задается пере-

менная величина напряжения. Напомним, 

что при const   из (1) получается анали-

тическая взаимосвязь модуля и податливо-

сти [7]: 

 

t

o t ;t

0

E D D E d 1   
   ,       (3) 

 

а при const   из (2) получается аналогич-

ная взаимосвязь: 

 

 
t

o t ;t

0

D E D d 1   
    .       (4) 

С учетом 
o oE D E D 1    уравнение 

(2) можно переписать в виде: 

 
t

t o t o ;t

0

E E D d  
      , 

 

и тогда совместно с (1) получается следую-

щая взаимосвязь между ядрами уравнений 

(1) и (2) к условию эквивалентности этих 

уравнений: 

 

 

t t

;t o ;t

0 0

E d E D d     
        .      (5) 

 

При const   из (1) получается модуль 

релаксации: 

 

     1

t t o o t o tE E E E E 1 1 c

               ,  (6) 

 

а при const   из (2) получается податли-

вость: 
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,  (7) 

 

где 1 1

oc E E 

 ,  0;1t   и  0;1t   – 

нормированные функции [8]. 

Процессы релаксации (6) и ползучести 

(7) являются наиболее простыми. При 

const   с помощью уравнения (1) процесс 

деформирования рассматривается как 

наследственная релаксация, а при const   

с помощью уравнения (2) процесс нагруже-

ния рассматривается как наследственная 

ползучесть [9]. 

С учетом (6) и (7) из (5) получается вза-

имосвязь между нормированными функци-

ями: 

 

 
t t

;t ;t

0 0

d E d      
         .      (8) 

 

При  const   из (8) получаем для пол-

зучести: 

 

 

t t

1

t ;t ;t

0 0

E d E D d

        
            ,   (9) 

 

а при const   – для релаксации: 

 

 
t t

1 1 1

t ;t ;t

0 0

E d E E d  

        
           . (10) 

 

Как из формулы (9), так и из формулы 

(10) получается, что при t   , где   – 

время релаксации или запаздывания [10]: 

 

o t tE E     , 

 

то есть t tc 0     , при t    

t t 1    . 

В уравнении (8) отчетливо видна инте-

гральная симметрия нормированных ядер  

релаксации и ползучести, содержащихся в 

уравнениях (1) и (2). Если воспользоваться 

свойствами интегральных сверток [11], то, 

учитывая, что 
 0

0


   и 
 0

0


  , посред-

ством интегрирования (8), получается 

также уравнение: 

 
t t

;t ;t

0 0

d E d              ,      (11) 

 

из которого видна симметрия соответству-

ющих нормированных функций. 

С учетом следующей взаимосвязи мо-

дуля упругости и податливости 

 
0,5 0,5 1E E D D  

     ,            (12) 

 

указанная симметрия с еще большей четко-

стью проявляется при символической за-

писи сверток в уравнениях (8) и (11) [12]:  

 

 0,5 0,5

t t t tD E   
      ,            (13) 

 0,5 0,5

t t t tD E         .           (14) 

 

Продолжая пользоваться свойствами 

свертки, для выражений (3) и (4) получим 

идентичную символическую запись: 

 

  t tD E 1
t

 





               (15) 

 

для условия const   либо  const  , а 

проинтегрировав (15), получим в символи-

ческом виде: 

 

 t tD E 1 1 t     .            (16) 

 

В (15) и (16) более отчетливо, чем в (3) 

и (4), видна определенная символическая 

симметрия модуля и податливости. При по-

лучении уравнения (3) из канонического урав-

нения (15) дифференцируется tE , а при по-

лучении (4) в (15) дифференцируется tD . 

При использовании операционного ис-

числения [13], по аналогии с ситуацией ли-

нейной вязкоупругости, получается, что (1) 

и (2) приводятся к следующему символиче-

скому виду: 

 

 t t t1 E      и  t t t1 D     ,     (17) 

 

и затем, в сочетании с (16), каждое из урав-

нений (17) приводится к одинаковому сим-

волическому виду: 
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t t t t t tD E       ,             (18) 

или 

      
0,5 0,5

t t t tD E    ,       (19) 

 

где    t t

0

exp pt dt



    , то есть 
t – ори-

гинал,  t  – его лапласово изображение в 

символическом виде [14].  

Из получившегося совпадения "само-

стоятельных" записей (1) и (2) в виде (18) 

или (19) следует вывод об адекватности 

уравнений (1) и (2), несмотря на их индиви-

дуальное появление [15].  

При переходе от (1) и (2) к (18) или (19), 

от (3) и (4) к (15) или (16), от (8) к (11), (13) 

и (14) осуществлялись действия такие же, 

как и в случае линейной вязкоупругости.  

Вместе с тем, подчеркнем, что при об-

ратном ходе от (19) к (1) - (4), от (13) к (11) 

в рассматриваемой ситуации нелинейной 

вязкоупругости не следует пользоваться 

двойственным правилом дифференцирова-

ния интеграла-свертки, а именно следует 

дифференцировать переменные – модуль и 

податливость, исходя из специфики полу-

чения формул (1) и (2), как видно из вывода 

этих формул [16].  

При дифференцировании модуля и по-

датливости переменные величины как де-

формации, так и напряжения выполняют 

роль параметра и, таким образом, опера-

циям дифференцирования по времени эти 

параметры не препятствуют [17].  

Полезно увидеть, что из (19), так же, как 

и из (1) и (2), получается, что при t    бу-

дет: 

 
0,5 0,5

o t t oD E   , то есть 
t o tE   ,      (20) 

а при t   : 

 0,5 0,5

o t tD E   , то есть 
t tE   .    (21) 

 

На рис. 1 и рис. 2 приведены графики де-

формационной и силовой функций капро-

новой нити 187 текс, для которой в качестве 

нормированных функций t  и 
t  выби-

рался нормированный арктангенс [18]: 

 

 t

n

1 1 1 t
arctg ln

2 b


 

 
    

  
,       (22) 

 t

n

1 1 1 t
arctg ln

2 b


 

 
    

  
.       (23) 

 

 

       
 

 

                                                        Рис. 1                                                                       Рис. 2 

 

 

Применение интегрального критерия 

(15) в виде (3) к капроновой нити 187 текс 

(рис.3-а), к нити нитрон 33,3 текс (рис.3-б) 

и к лавсановой нити 114 текс (рис.3-в) [19] 

дает сходные результаты. Как видно из при-

веденных графиков (рис.3), отклонение ин-

тегральных кривых от значения "1" состав-

ляет величину, не превосходящую 10%. 

Это отклонение характеризует точность по-

лученного решения определяющего урав-
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нения в виде (1), (2) или (19) при задании 

функций (6) и (7) и отыскании параметров 

этих функций [20]. 
 

 
 

Рис. 3 

 

Аналогичные результаты получаются 

при применении интегрального критерия 

(15)  в виде (4) (рис.4). 

 

 
 

Рис. 4 

 

Критерий (15) в развернутом виде (3) и 

(4) или (8) - (11) может быть использован 

также для уточнения решения уравнения 

(19) в виде (1) или (2) относительно иско-

мых функций (6) и (7) [21]. 

В случае повышения требований к точ-

ности прогнозирования нагруженных со-

стояний в условиях эксплуатации изделий 

наряду с рассмотренным критерием (15) 

для контроля и уточнения физико-механи-

ческих характеристик можно использовать 

также диаграммы растяжения, получаемые 

в широком диапазоне скоростей деформи-

рования,  типичных для условий эксплуата-

ции [22]. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Идентичность наследственных урав-

нений релаксации и ползучести, а также 

определенная символическая симметрия 

модуля релаксации и податливости, рас-

пространяются на развиваемый вариант 

теории наследственной нелинейной вязко-

упругости и тем самым принципиально до-

пускается совместимость получаемых 

функций среднестатистических времен ре-

лаксации и запаздывания. Тем самым ока-

зываются совместимыми две нормирован-

ные аналогии – деформационно-временная 

и сило-временная. 

2. Для обеспечения контроля взаимо-

связи между получаемыми среднестатисти-

ческими временами релаксации и запазды-

вания, а также между другими характери-

стиками наследственных ядер, предлага-

ется использовать разработанный инте-

гральный критерий достоверности прогно-

зирования деформационных процессов. 

3. Близость релаксационных и деформа-

ционных кривых, полученных для различ-

ных значений деформации и напряжения, 

подтверждает достаточную точность опре-

деления функций среднестатистических 

времен релаксации и запаздывания. 

4. С целью расчетного прогнозирования 

сложных процессов деформирования для 

аналитического описания нормированных 

наследственных ядер релаксации и запаз-

дывания полезно использовать в качестве 

основы математической модели нормиро-

ванный арктангенс. 
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