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The issues of mathematical modeling of polymeric textile materials deformation 

properties from the standpoint of viscoelasticity spectral analysis are considered. A 

spectral interpretation of the developed methods of analysis and prediction of the 

nonlinear-hereditary viscoelasticity of amorphous-crystalline filaments in the zone 

of non-destructive mechanical effects is given. 
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Введение 

Актуальность темы обусловлена слож-

ностью физически обоснованного как ана-

лиза физико-механических свойств поли-

мерных текстильных материалов аморфно-

кристаллического строения, так и прогно-

зирования их деформированных состояний 

в зоне неразрушающих механических воз-

действий. Вязкоупругость полимерных тек-

стильных материалов считается обуслов-

ленной чередованием упорядоченных и 

неупорядоченных областей расположения 

цепочечных макромолекул [1].  

Обобщение классических представле-

ний теории линейно-наследственной вязко-

упругости на свойства полимерных тек-

стильных материалов в рамках представле-

ний об активирующем характере механиче-

ских воздействий позволило разработать 

ряд методик определения параметров урав-

нений нелинейно-наследственной вязко-

упругости и расчетного прогнозирования 

процессов деформирования или наг-руже-

ния [2].  

Методы 

Был предложен рекуррентный метод 

расчета нелинейно-наследственных спек-

тров релаксации или запаздывания по зада-

ваемым ядрам интегральных уравнений не-

линейно-наследственного типа. В настоя-

щей статье дается более обоснованная 

спектральная интерпретация развиваемого 

метода анализа и прогнозирования процес-

сов деформирования синтетических нитей 

в зоне неразрушающих механических воз-

действий [3]. 

Деформационный или геометрический 

вариант моделирования нелинейно-наслед-

ственной вязкоупругости наглядно иллю-

стрируется обобщенной моделью Макс-

велла, представленной на рис. 1 (деформа-

ционный (геометрический) вариант моде-

лирования: 
i  – время релаксации i-го эле-

мента модели; 
iN  – количество таких эле-

ментов; n – количество значений времен ре-

лаксации 
i ;   – полное напряжение) [4].  

 

 
 

Рис. 1 

 

Обозначим количество всех элементов 

модели: 

 
n

i

i 1

N N
=

=  ,                    (1)  

 

oE  – модуль упругости всей модели; E
 – 

модуль вязкоупругости всей модели; 1

oE N−  

– модуль упругости каждого элемента; 
1E N−

  – модуль вязкоупругости каждого 

элемента, то есть модуль каждой левой пру-

жины элемента; время релаксации каждого 

из 
iN  элементов: 
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( )
1

i i oN E E
−

   =  − ,             (2) 

 

где 
i  – коэффициент вязкости каждого 

из Ni i-х элементов; 
i  зависит от дефор-

мации   одинаково у всех элементов. 

Условие совместности деформаций всех 

элементов 
i =  , а условие равновесия 

каждого из Ni i-х элементов представляет 

собой дифференциальное уравнение:  

 

( ) ( )i i i o iN E c   +  =   +  ,      (3) 

 

где 
i  – напряжение i-го элемента; 

1

oc E E−

=   – коэффициент полноты упру-

гости модели. В режиме простой релакса-

ции - когда сonst =  – из (3) получается ре-

лаксирующий модуль i-го элемента: 

 

( )1i
i t o

i

t
E N E c 1 c exp−





  
=  = + − −      

, (4) 

 

где t – внешнее время, отсчитываемое от 

момента квазимгновенного приложения де-

формации " ".  

Решение дифференциального уравне-

ния (3) с учетом (4) [5] 
 

t

1 i s
i o t t s

o

E
N E ds

s

− 
−


 =  + 

 .    (5) 

 

Сложение только i-х элементов дает 

напряжение 
 

t

1

i i i i o t i t s i s

o

N N N E N E ds−

− 
 =  =  +   ,  (6) 

где i s
i s

E
E

s





 =


;  

 

i i t i tN E E  =                  (7) 

 

– модуль релаксации сложенных Ni элемен-

тов, имеющих одно и тоже время релакса-

ции 
i .  

Сложение всех элементов модели дает 

полное напряжение всей модели с учетом (5) 
tn

i t o t t s s

i 1 o

E E ds− 

=

 =  =  +   ,     (8) 

где в соответствии с (7): 

( )
n n

1

i t t o o i

i 1 i 1 i

t
E E cE E 1 c N N exp−

 

= = 

 
= = + − − 

 
                                (9) 

 

– модуль релаксации всей модели [6].  

При n →   суммирование элементов 

дискретной модели (9) заменяется интегри-

рованием некоторой непрерывной функции 

распределения моделируемых частиц по их 

временам релаксации: 
 

( )t o

t
E E E E H exp d ln

+

    

−

 
= + − −  

 
 ,                                 (10) 

 

при соблюдении условия:  
 

n
1

i

i 1

N N H d ln

+

−

 

= −

=   ,        (11) 

 

где 1

iN N−  – нормированная дискретная 

функция распределения количества релак-

сирующих частиц N по их временам релак-

сации 
i ; спектр релаксации H   – это 

функция распределения бесконечно боль-

шого числа частиц по значениям их времен 

релаксации 
  [7].  

Принципиальное отличие рассмотрен-

ного спектра H   от классического спектра 

состоит в том, что логарифмическая шкала 

времени релаксации определенным обра-

зом – а именно через среднестатистическое 

значение 
  – зависит от деформации   как 

от параметра [8]. Поэтому рассмотренный 

вариант моделирования назван геометриче-

ским или деформационным.  

Уравнение состояния модели (8) при-

годно как для своего дискретного ядра (9), 
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так и для непрерывного ядра (10) и вслед-

ствие этого считается каноническим. Нели-

нейность моделируемых вязкоупругих 

свойств, в отличие от классической линей-

ности [9], накладывает определенные огра-

ничения на производимые математические 

процедуры.  

Так, при переходе от уравнения (3) к 

уравнению (5) с помощью лапласовых пре-

образований операционного исчисления и 

свойств интегральных сверток, можно диф-

ференцировать функцию (4) и нельзя диф-

ференцировать деформацию вследствие ее 

двойной роли в уравнениях (3) и (5) [10], 

где ее следует рассматривать как параметр. 

Для простого режима ползучести 
t , 

когда const = , из уравнения (8) получа-

ется возможность определения функции 

податливости 
tD
 по модулю релаксации 

(9) или (10) данной модели (рис. 1) в симво-

лической записи [11]: 

 

t
tD




=


    

1 12

t tp E t E
− −−

 = ,   (12) 

 

где  tE
 – лапласово изображение ориги-

нала 
tE
;  – символ преобразования 

Лапласа. С учетом (12) интегральное урав-

нение (8) решается относительно деформа-

ции как функции времени: 

 
t

1

t o t t s s

o

E D ds−

− 
 =  +  .           (13) 

 

Однако воспользоваться каноническим 

уравнением (13), полученным для той же 

самой модели (рис. 1), весьма трудно из-за 

того, что, в соответствии с (12), ядро урав-

нения (13) содержит время релаксации, ко-

торое в неявном виде зависит от неизвест-

ной величины деформации 
t  как от пара-

метра. 

Для материалов указанного типа вполне 

удовлетворительным является следующее 

решение интегрального уравнения (10) [12]: 

 

( )
1 t

o

t

E
H E E

ln t


− 
 

=


 −


,      (14) 

показывающее, что производная модуля ре-

лаксации по логарифмической шкале вре-

мени по своей сути, так же как и спектр ре-

лаксации, отражает распределение частиц 

материала по их временам релаксации. В 

связи с этим каноническое уравнение (8) 

рекомендуется использовать в виде [13]: 

 
ln t

s
t o t t s

E
E d ln s

ln s


−

−


 =  + 

 ,       (15) 

 

и тогда физический смысл ядра уравнения 

(15) становится более ясным, по сравнению 

с ядром уравнения (8).  

Рассмотренный спектральный смысл 

канонического уравнения нелинейно-

наследственного типа (15) или (8) сохра-

няет свою силу при любом выборе аппрок-

симирующей функции для модуля релакса-

ции как функции времени, зависящей от де-

формации как от параметра. Поэтому сфор-

мулированная спектральная интерпретация 

данного варианта нелинейно-наследствен-

ной вязкоупругости может считаться уни-

версальной [14]. 

Силовому варианту теории нелинейно-

наследственной вязкоупругости соответ-

ствует обобщенная модель Кельвина-

Фойхта-Мейера, представленная на рис. 2 

(силовой вариант моделирования: 
i  – 

время запаздывания i-го элемента модели; 

Ni – количество таких элементов; n – коли-

чество значений времен запаздывания 
i ; 

  – напряжение).  

 
 

Рис. 2  
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По аналогии с предыдущей моделью 

(рис. 1), формула (1), а также характери-

стики c, 
oE  и E

 сохраняются. Модулем 

упругости каждого элемента модели 

(рис. 2) становится 
oNE , а модулем вязко-

упругости каждого элемента, то есть его ле-

вой пружины, становится NE
.  

Временем запаздывания каждого из Ni i-х 

элементов становится: 

 

( )
11 1

i i oc N E E
−− −

   =  − ,        (16) 

 

где 
i  – коэффициент вязкости в каждом 

из Ni i-х элементов. 
i  зависит от напря-

жения одинаково у всех элементов. Усло-

вие совместности деформации всех элемен-

тов: 

 

n

i i t

i 1

N
=

 =  ,                (17) 

 

где 
t  – полная деформация всей модели [15]. 

По аналогии с (3) уравнение равновесия 

для каждого из Ni i-х элементов модели при 

условии с 0  

 

( ) 1

o i i i iNE c−

   +  =   +  ,  (18) 

 

причем  

i i iN =                       (19) 

 

– деформация элементов с одинаковым вре-

менем запаздывания 
i .  

В режиме простой ползучести, когда 

сonst = , из (18) получается податливость 

элемента по аналогии с (4): 

( )1 1 1i
i o

i

t
D N E c 1 1 c exp− − −





  
=  = − − −      

,                              (20) 

где -1 1

o oN E D− =   – упругая податливость 

одного элемента модели; -1 1N E D−

 =   – 

вязкоупругая податливость одного эле-

мента [16].  

По аналогии с (5) получается решение 

дифференциального уравнения (18) с уче-

том (20), то есть уравнение состояния од-

ного из Ni i-х элементов: 
 

t

1 1

i o t t s i s

o

N E D ds− −

− 
 =  +   ,      (21) 

а сложение всех элементов модели: 
 

n n

i i i t

i 1 i 1

N
= =

 =  =              (22) 

 

приводит к уравнению состояния всей мо-

дели (13), где 

 

( )
n

1 1 1t
t i

i 1 i

t
D E E 1 c N N exp− − −

  

= 

 
= = − − − 

  
                              (23) 

 

– податливость всей модели, причем 

i i iD N D  =  – податливость суммы i-х эле-

ментов, а 
n

i t

i 1

D D 

=

= . Как видно из (23), 

теперь уже сложностей расчета по (13) нет. 

По аналогии с (10), при n →   вместо 

(23) получим:  

 

( )1 1

t

t
D E E 1 c Q exp d ln

+

− −

    

−

 
= − − −  

 
  (24) 

 

при условии 
 

n
1

i

i 1

N N Q d ln 1

+

−

 

= −

=  =  ,         (25) 

 

где, по аналогии с (11), слева дискретное 

распределение N частиц по их временам за-

паздывания, а справа интегрируется спектр 

запаздывания, то есть распределение беско-

нечно большого числа частиц по логариф-

мической шкале времени запаздывания 
 , 

зависящего от напряжения как от пара-

метра, так же, как зависит от напряжения их 

среднестатистическое значение 
  [17].  
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Именно в связи с такой зависимостью 

вариант моделирования (рис. 2) назван си-

ловым. По аналогии с (8), уравнение состо-

яния (22) пригодно как для дискретного 

ядра (23), так и для непрерывного ядра (24), 

и поэтому называется каноническим [18].  

Специфика нелинейности моделируе-

мых вязкоупругих свойств материала 

накладывает определенные ограничения на 

математические процедуры при переходе 

от (18) к (21), аналогично переходу от (3) к 

(5). Здесь следует дифференцировать по по-

датливости и не следует дифференцировать 

по напряжению, поскольку последнее, как в 

(18), так и в (21), играет двойную роль и мо-

жет быть рассмотрено как параметр. 

Для простого режима релаксации 
t , 

когда const = , из уравнения (13) получа-

ется формула для определения модуля ре-

лаксации модели (рис. 2) по податливости 

(23) или (24) в символическом виде: 

 

tE     
1 12

t tp D t D
− −−

 = .     (26) 

 

С учетом (26) из уравнения (13) снова 

получаем интегральное уравнение (8). 

Поскольку, в соответствии с (26), в по-

лученном каноническом уравнении (8) 

напряжение содержится также и под зна-

ком интеграла в неявном виде, использова-

ние уравнения (8) оказывается затрудни-

тельным – по аналогии с возможностью 

расчетов по формуле (13), которая была по-

лучена для первой модели (рис.1).  

Таким образом, для деформационного 

варианта (рис.1) оказывается действенным 

уравнение (8), а для силового варианта 

(рис. 2) – уравнение (13). 

По аналогии с (14), удовлетворительным 

решением уравнения (24) является [19]: 

 

( )
1 t

o

t

D
Q D D

ln t


− 
 

=


 −


,     (27) 

 

откуда видна простая взаимосвязь спектра 

запаздывания с логарифмическим ядром 

податливости, входящим в уравнение (13). 

При необходимости формула (27) так 

же, как и формула (14), может быть заме-

нена более точным решением [20].  

Из (27) отчетливо видно, что производ-

ную податливости по логарифмической 

шкале времени следует интерпретировать 

так же, как и спектр запаздывания, то есть 

как распределение частиц по временам за-

паздывания. В связи с этим уравнение (13) 

следует использовать в виде: 

 
ln t

1 t
t o t t s

D
E d ln s

ln s

− 
−

−


 =  + 

 ,     (28) 

 

где ядро становится более ясным, чем в 

уравнении (13).  

Такая спектральная интерпретация 

уравнений (28) и (13) сохраняется при лю-

бом выборе аппроксимирующей функции 

для податливости как функции времени, за-

висящей так же от напряжения, как от пара-

метра, то есть указанная интерпретация си-

лового варианта нелинейно-наследствен-

ной вязкоупругости может считаться уни-

версальной [21].  

Обоснованность использования лога-

рифмических шкал в уравнениях нели-

нейно-наследственной вязкоупругости (15) 

и (28) следует и из наблюдаемой пропорци-

ональности между логарифмической шка-

лой среднестатистических времен релакса-

ции или запаздывания и потенциальным ба-

рьером [22]: 
 

o

kT ln U



 


, 

или  

o

kT ln U



 


,             (29) 

 

где k  –  постоянная Больцмана; T – абсо-

лютная температура по Кельвину; 
13

o 10 c−  ; U
 и U

 – убывающие энергии 

активации с начальными значениями 

o oU U 100 кДж / моль   . 

Близость этих зависимостей, получен-

ных по измерениям релаксации и ползуче-

сти, не позволяет отдать предпочтение вре-

менам релаксации или временам запазды-

вания, то есть какому-либо из рассмотрен-

ных - деформационному (15) или силовому 

(28) – вариантам теории нелинейно-наслед-

ственной вязкоупругости, предназначае-
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мым для анализа и расчетного прогнозиро-

вания сложных режимов воздействия, ко-

гда const   и const  .  

Уравнение (15) нагляднее всего приме-

няется к аналитическому описанию и физи-

ческой интерпретации диаграммы растяже-

ния [23].  

Уравнение (28) полезно использовать, 

например, при анализе или прогнозирова-

нии восстановительных деформационных 

процессов. При этом, в частности, полезно 

убедиться, что больцмановский принцип 

суперпозиции, на котором построена тео-

рия линейной вязкоупругости [2], является 

свойством также и обеих рассмотренных 

обобщенных моделей (рис. 1 и 2) [24].  

Существенно то, что в логарифмиче-

ском ядре уравнения (15) в нормированном 

виде содержится деформационно-времен-

ная аналогия, а в логарифмическом ядре 

уравнения (28), также в нормированном 

виде, содержится сило-временная анало-

гия.  

Наиболее наглядно эти аналогии прояв-

ляются при построении указанных ядер в 

преобразованных логарифмических шка-

лах [25]: 
 

s
lns-ln ln



 =


, 

или 

s
ln s ln ln



−  =


,           (30) 

 

где 
  и 

  – среднестатистические вре-

мена релаксации и запаздывания, завися-

щие от деформации и напряжения соответ-

ственно.  

В первом, деформационном варианте, 

ядра, полученные на различных уровнях 

деформации, совпадут. Во втором, силовом 

варианте, ядра, полученные на различных 

уровнях напряжения, также совпадут [26].  

Таким образом, названия двух рассмот-

ренных вариантов теории нелинейно-

наследственной вязкоупругости согласу-

ются с названиями заложенных в них ана-

логий – деформационно-временной и сило-

временной соответственно. Подчеркнем, 

что наличие указанных аналогий следует 

считать признаком проявления нелинейно-

наследственной вязкоупругости. В то же 

время отсутствие таких аналогий еще не 

означает, что имеет место линейно-наслед-

ственная вязкоупругость.  

Если при работе с реальным материалом 

появляются признаки линейно-наслед-

ственной вязкоупругости, то есть когда 

среднестатистические значения времен ре-

лаксации и запаздывания становятся посто-

янными, то все формулы упрощаются. В 

этом случае уравнения (12) и (26) полно-

стью совпадут, а (8) и (13) или (15) и (28) 

станут идентичными при соблюдении лю-

бого из следующих условий, получаемых 

из (15) и (28) соответственно [27]:  

- при const =  
ln t

s
o t ;t s

E
E D D d ln s 1

ln s


  −

−


+ =

 ,    (31) 

- при const =  
ln t

s
o t ;t s

D
D E E d ln s 1

ln s


  −

−


+ =

 .     (32) 

 

Опыт работы с полимерными нитями из 

ПКА, ПЭТ, ПАН и др., у которых ярко вы-

ражена нелинейно-наследственная вязко-

упругость, показывает, что воспользо-

ваться формулами (12) и (26) или (31) и (32) 

значительно сложнее, чем в случае ли-

нейно-наследственной вязкоупругости. 

Стремление к минимуму характеристик мо-

делей обоих вариантов (рис. 1 и 2) облег-

чает расчеты по (31) и (32) или по (12) и 

(26), но затрудняет соблюдение этих усло-

вий.  

Как в случае линейно-наследственной 

вязкоупругости, так и в случае нелинейно-

наследственной вязкоупругости, оказыва-

ется продуктивным принцип согласован-

ного определения модуля релаксации и по-

датливости из экспериментов с одновре-

менным контролем за удовлетворительным 

соблюдением условий эквивалентности 

(31) и (32) обоих используемых вариантов 

моделирования – деформационного (15) и 

силового (28) [28].  

В соответствии с приведенными моде-

лями (рис. 1 и 2), как в случае линейно-

наследственной вязкоупругости, так и в 

случае нелинейно-наследственной вязко-
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упругости, спектры следует интерпретиро-

вать не как распределение модуля релакса-

ции или податливости, а как распределение 

частиц по логарифмическим временам ре-

лаксации или запаздывания соответ-

ственно, причем в случае нелинейно-

наследственной вязкоупругости указанные 

времена становятся зависимыми от дефор-

мации или напряжения.  

Указанные зависимости в ядрах релак-

сации и запаздывания (14) и (27) уравнений 

состояния (15) и (28) функционируют через 

среднестатистические времена релаксации 

и запаздывания, отражая свой активацион-

ный характер.  

Таким образом, выбираемая нормиро-

ванная функция релаксации 
t  или запаз-

дывания 
t  в удовлетворительном прибли-

жении представляет собой проинтегриро-

ванное распределение частиц по логариф-

мической шкале времен релаксации (14) 

или запаздывания (27). Такая физическая 

интерпретация выбираемых нормирован-

ных функций представляется особо полез-

ной при сравнительном анализе физико-ме-

ханических свойств различных материалов. 
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