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В статье разрабатываются адекватные математические модели и вы-

числительные алгоритмы для исследования особенностей процессов дефор-

мирования различных несущих конструкций (пластины, оболочки вращения, 

арки, панели, перекрытия, балки) из композитов на волокнистой основе при 

больших перемещениях и произвольных углах поворота нормали. Для дискре-

тизации исходной континуальной задачи по пространственным перемен-

ным используется метод конечных разностей с заменой дифференциальных 

операторов конечно-разностными второго порядка аппроксимации. Вычис-

лительный алгоритм решения существенно нелинейной краевой задачи 

строится на основе адаптации квазидинамической формы метода установ-

ления с построения явной двухслойной разностной схемы по времени вто-

рого порядка точности. Получены оценки оптимальных значений парамет-

ров итерационного процесса. 
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The paper develops mathematical models and computational algorithms for 

studying the features of the deformation processes of various load-bearing struc-

tures (plates, shells, arches, panels, ceilings, beams) made of fiber-based composites 

at large changes and angles of the normal rotation. The finite difference method is 

used to solve the problem of spatial variables. In this case, the differential operators 

are replaced by finite-difference operators of the approximation second order. The 

computational algorithm for solving a nonlinear boundary value problem is based 

on the dynamic form of establishing a two-layer difference scheme method of the 

second order accuracy. Estimates of the optimal values parameters of the iterative 

process are obtained. 

 

Ключевые слова: расчет конструкций из композитных материалов, ко-

нечные разности, нелинейные задачи, метод установления, аппроксимация. 
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В производстве современных конструк-

цияй достаточно широко используются во-

локнистые композиты. Использование та-

ких материалов в ответственных конструк-

циях (в машиностроении, авиастроении) 

требует определения напряженно-дефор-

мированного состояния под действием 

внешних нагрузок [1...5]. 

Исследование реальных физических 

процессов методами вычислительного экс-

перимента является одним из эффективных 

современных направлений, позволяющих 

существенно сократить материальные и 

экономические затраты как при проектиро-

вании, так и изготовлении различных изде-

лий. Основным этапом вычислительного 

эксперимента является разработка матема-

тических моделей, адекватно описываю-

щих исследуемые физические процессы и 

объекты, а также построение экономичных 

вычислительных алгоритмов решения со-

ответствующих дискретных уравнений, до-

пускающих их практическую реализацию 

на ЭВМ [6...15]. В большинстве случаев эти 

конструкции являются оболочками враще-

ния, пластинами, балками, которые про-

цессе эксплуатации претерпевают суще-

ственное изменение начальной геометрии 

при больших перемещениях и углах пово-

рота нормали к координатной поверхности, 

что вызывает необходимость разработки и 

развития как адекватных математических 

моделей, так и универсальных вычисли-

тельных алгоритмов решения существенно 

нелинейных краевых задач. 

При построении математической мо-

дели начальная (недеформированная) гео-

метрия изделий может быть как прямоли-

нейной, так и криволинейной.  

В общем случае рассматриваются упру-

гие однослойные и многослойные изделия 

из волокнистых композитов. В качестве ко-

ординатной поверхности (поверхности 

приведения) однослойной конструкции 

принимается срединная поверхность, а для 

многослойной конструкции из ВК за коор-

динатную поверхность может быть принята 

срединная поверхность одного из слоев, по-

верхность контакта слоев или линия, про-

ходящая через центры тяжести поперечных 

сечений. Размер поперечного сечения по 

нормали к оси полагается малым по сравне-

нию с радиусом кривизны деформирован-

ной оси. Для описания процессов деформи-

рования таких конструкций при больших 

перемещениях точек координатной поверх-

ности и неограниченных углах поворота 

нормали к ней в качестве неизвестных при-

нимаются изменения декартовых коорди-

нат x, y поскольку использование традици-

онных компонент тангенциального u и нор-

мального w перемещения для рассматрива-

емого варианта геометрически нелиней-

ного деформирования тонкостенных кон-

струкций приводит к значительному услож-

нению структуры уравнений [15], [16].  
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Рис. 1  

 

До деформации элемент недеформиро-

ванной образующей длиной ds0 имеет 

начальные координаты х0, у0, кривизну k10 

и начальный угол 0 между осью х и норма-

лью к образующей (рис. 1 – начальный и де-

формированный элемент конструкции). 

Полагая координаты х0, у0 заданными 

функциями линейной координаты вдоль 

образующей х0=х0(s0), y0=y0(s0), для началь-

ного (недеформированного) состояния 

можно записать 

 

2 2

0 0 0ds dx dy ;= +  0
0

0

dx
sin ;

ds
 =  0

0

0

dy
cos ;

ds
 =

0 10 0ds R d ;=   0
10
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d1
k

R ds


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где R10 – радиус кривизны в направлении 

образующей (рис. 1). 

В результате деформации элемент будет 

иметь длину ds, координаты х, у, угол пово-

рота  и кривизну k1. Рассматривая коорди-

наты х, у как функции линейной коорди-

наты s вдоль деформированной образую-

щей х=х(s), y=y(s), для деформированного 

состояния имеем соотношения, аналогич-

ные (1): 

 

2 2ds dx dy= + , 
dx

sin
ds

 = , 
dy

cos
ds

 = , 
1ds R d=  , 1

1

1 d
k

R ds


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где  – угол между осью х и нормалью к де-

формированной образующей. Ограничения 

на угол поворота Δ=-0, аналогичный ки-

нематическому параметру "жесткой" нор-

мали в рамках гипотез Кирхгоффа-Лява, не 

накладываются. Компоненты деформации 

вдоль образующей E11, а также изменение 

кривизны поверхности приведения K11 

определяются как: 

 

0
11

0 0

ds ds ds
E 1

ds ds

−
= = − , 0

11 1 10

0

dd
K k k

ds ds


= − = − .                           (3) 

 

 

Введем силовые факторы в поперечном 

сечении конструкции: продольную Т, попе-

речную силу Q и изгибающий момент М, а 

также qx=qu(s) и qy=qy(s) – компоненты ин-

тенсивности распределенной нагрузки 

q=q(s). Не теряя общности, ограничимся 

случаем физических соотношений для слу-

чая упругих панелей при их цилиндриче-

ском изгибе. Для однослойной конструк-

ции толщиной h: 

 

11 11T B E= , 11 11M D K ,=        (4) 

 

где 
11 2

Eh
B

1
=

− 
– жесткость на растяжение;  

3

11 2

Eh
D

12(1 )
=

− 
– изгибная жесткость.  

Для многослойной конструкции из ком-

позитов со слоями переменной толщины hm 

силовые факторы выражаются через ком-

поненты деформации координатной по-

верхности по формулам из [17], [18] (рис. 2 

– поперечное сечение многослойной кон-

струкции (M–число слоев).) 
 

11 11 11 11T B E A K= + , 
11 11 11 11M A E D K= + .(5) 
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Рис. 2  

 

Жесткостные коэффициенты A11, В11, 

D11 определяются через упругие характери-

стики слоев и их толщины: 
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где Em, μm – модули упругости первого рода 

и коэффициенты Пуассона композита m-го 

слоя; m – индекс слоя, 1mM, M – число 

слоев.  

Физические соотношения балки шири-

ной b и толщиной h могут быть получены 

из (4)...(6) как частный случай. 

 

 

Уравнения равновесия элемента панели 

в проекциях на оси, связанные с деформи-

рованной координатной поверхностью, 

имеют вид: 

 

1 u

dT
k Q q 0

ds
+ + = , 1 w

dQ
k T q 0

ds
− + = ,  

dM
Q .

ds
=   (7) 

 

Соотношения (1)...(7) дополняются гра-

ничными условиями на краях s=s0 и s=sL, 

которые на крае s=s0 формулируются сле-

дующим образом: 

– жесткое защемление  

0 0x(s ) x ;=  
0 0y(s ) y ;=  ;)(

00
= s   (8) 

– шарнирное закрепление 

0 0x(s ) x ;=  
0 0y(s ) y ;=      

1 0 10 10k (s ) k 1/ R .= =                                      (9) 

 

При численном решении системы нели-

нейных дифференциальных уравнений (1) – 

(9) дискретизация по пространственным 

переменным осуществляется методом ко-

нечных разностей (МКР) [13 – 15]. В обла-

сти непрерывного изменения аргумента s 

вводятся две сетки: основная с целочислен-

ными индексами i и вспомогательная с ин-

дексами i±1/2, узлы которой располагаются 

посредине между узлами основной сетки 

i±1 (рис. 3). Первоначальная геометрия за-

дается сеточными функциями (x0)i, (y0)i, где 

1≤i≤N, N – число точек дискретизации. То-

гда конечно-разностные аппроксимации 

дифференциальных соотношений (1) могут 

быть представлены следующим образом: 
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где 
1 0 i 0 i-1x (x ) (x ) = − ,

1 0 i 0 i-1y (y ) (y ) = − ,
2 0 i 1 0 ix (x ) (x )+ = − , 

2 0 i 1 0 iy (y ) (y ) .+ = −  
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Рис. 3 

 

Деформированное состояние описыва-

ется сеточными функциями узловых пере-

мещений xi и yi с аппроксимацией соотно-

шений (2) конечно-разностными операто-

рами. Конечно-разностные аналоги уравне-

ний равновесия (7), дискретизированные 

относительно узловой точки основной 

сетки i, записываются в виде: 
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где (qx)i, (qy)i – cеточные функции компо-

нент поверхностной нагрузки. Поскольку 

для аппроксимации параметров НДС как в 

начальном, так и деформированном состоя-

нии используются однотипные конечно-

разностные аппроксимации, то при 

(qx)i=(qy)i=0 недеформированное состояние 

является точным решением сеточных урав-

нений (10), что подтверждает корректность 

разработанных разностных аппроксима-

ций. 

Для численного решения системы се-

точных уравнений (10) используется квази-

динамическая форма метода установления 

с переходом к эволюционной задаче путем 

замены уравнений равновесия на уравне-

ния, совпадающие по форме с уравнениями 

движения в вязкой среде [17...19]. Пред-

ставляя конечно-разностные аналоги урав-

нений равновесия в операторной форме: 
 

Δs k i k i[L (U )] (q ) 0,+ =        (11) 

где 
Δs k i[L (U )]  – соответствующие обоб-

щенные конечно-разностные операторы 

для вектора Uk сеточных функций переме-

щений: U1=ui, U2=wi, (q1)i=(qx)i, (q2)i=(qy)i, 

нестационарные уравнения метода уста-

новления можно записать следующим об-

разом: 

 

s k i k i k k i k k i[L (U )] (q ) (m u ) ( u ) , + = +   (12) 

 

где k – параметры удельной вязкости ис-

кусственной среды,  – плотность; mk=h 

(k=1, 2).  

Аппроксимация уравнений (12) на вре-

менной сетке с шагом t=const с использо-

ванием разностных операторов второго по-

рядка точности ( 2t ) позволяет получить в 

явном виде выражения для скоростей 

 
(n 1/2)

k i
u

+
 на временном слое t

(n+1/2)
: 

 

 
 
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 

(n)

(n 1/2) (n 1/2)k k Δs k ki i
k ki i

k k k ki i

2m ε Δ t 2Δ t L (U ) + q
u u

2m ε Δ t 2m ε Δ t

+ −−
= +
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                            (13) 

 

 

и сеточные функции обобщенных переме-

щений  
(n 1)

k i
u

+
на временном слое t

(n+1)
: 

 

     
(n 1) (n) (n 1/2)

k k ki i i
u u t u

+ +
= + .     (14) 

 

Таким образом, разностная аппроксима-

ция нестационарных уравнений (12) приво-

дит к итерационному процессу (13), (14) 

нахождения решения исходной стационар-

ной задачи (11). Параметры итерационного 

процесса – удельные вязкости среды k(i) и 
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шаг по времени t – определяются из усло-

вия ускорения сходимости и устойчивости 

разностной схемы [18], [19]. Для случая 

стационарного итерационного процесса 

оценочные формулы с учетом структуры 

уравнений (14) запишутся в виде [13], [15]: 

 

k 1,(k) 2,(k)

k ,(k)

1,(k) 2,(k)

m
2a ;

 
 =

 + 
 k

k t,(k)

1,(k) 2,(k)

m
t 2a , =

 + 
                                   (15) 

 

где 1,(k) и 2,(k) – наименьшие и наибольшие 

собственные числа для соответствующих 

разностных операторов; a,(k) и at,(k) – попра-

вочные коэффициенты.  

Шаг по времени t для всей разностной 

схемы определяется из условия вида: 

kt min t . =   Для нелинейных задач точное 

определение границ спектров разностных 

операторов связано со значительными ма-

тематическими трудностями, поэтому 1,(k) 

и 2,(k) оцениваются в рамках линейных со-

отношений при соответствующих упроще-

ниях в исходных уравнениях. Оценочные 

формулы для 1,(k) и 2,(k) для случая одно-

слойной ортотропной конструкции можно 

представить следующим образом: 

– наименьшие собственные числа 

2 011
1,(1) 2

0 0

sB
4 s in ,

s 2 L


 =


 4 2011

1,(2) 10 114

0 0

sD
16 sin k B ,

s 2 L


 = +


           (16) 

– наибольшие собственные числа 

2 011
2,(1) 2

0 0

sB
4 cos ,

s 2 L


 =


 4 2011

2,(2) 10 114

0 0

sD
16 cos k B ,

s 2 L


 = +


          (17) 

где k10 – характерное значения кривизны. 

Аналогичная математическая модель 

для исследования существенно нелиней-

ных процессов деформирования листовых 

материалов из композитных материалов 

может быть построена, когда в качестве ис-

ходных используются соотношения теории 

мягких оболочек. 

Разработанная математическая модель и 

вычислительный алгоритм решения сеточ-

ных уравнений позволяет более точно по 

сравнению с классическими моделями 

(уравнения Кирхгова-Лява, Тимошенко) 

определять параметры НДС многослойных 

конструкций при произвольных перемеще-

ниях и углов поворота. Полученные резуль-

таты позволяют провести последующую 

оптимизацию с возможностью их оптими-

зации по структурным весовым парамет-

рам, с сокращением материальных затрат. 

Результаты проведенного вычисления 

по сходимости, точности и достоверности 

предложенных математических моделей 

показали, что разработанные модели позво-

ляют исследовать такие конструкции в до-

критической и закритических областях при 

максимальных перемещениях, достигаю-

щих порядка нескольких десятков толщин 

и более, в то время как в обычных подходах 

в рамках линейных моделей ограничены 

перемещениями порядка 0,3 толщин, а гео-

метрически нелинейные модели, например, 

в рамках среднего изгиба (квадратичная 

теория Новожилова В.В.) позволяют рас-

ширить эту область применения до 10...15 

толщин. 
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