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рование и последующий системный анализ релаксационных и деформацион-

ных процессов композитов и текстильных материалов позволяет провести 

качественную оценку их функциональных и эксплуатационных возможно-

стей. 

 

The article describes methods of mathematical modeling and system analysis of 

relaxation and deformation processes of composites and textile materials reinforc-

ing them. Mathematical modeling and subsequent system analysis of the relaxation 

and deformation processes of composites and textile materials allows a qualitative 

assessment of their functional and operational capabilities. 
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ные процессы, деформационные процессы, математическое моделирова-

ние, прогнозирование. 
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Исходными данными для построения 

математической модели релаксационного 

процесса композитов и армирующих их 

текстильных материалов является экспери-

мент. По данным проведенного экспери-

мента в логарифмическо-временной шкале 

приведенного времени строится "семей-

ство" кривых релаксации, то есть "семей-

ство" кривых зависимости напряжения   

от логарифма приведенного времени для 

разных уровней постоянной деформации 

.  

Полученное таким образом "семейство" 

кривых релаксации на основе формулы  

 

( ) ( )E , t t =              (1) 

 

перестраивается в "семейство" кривых мо-

дуля релаксации ( )tE E , t =  . 

Математическое моделирование релак-

сационного процесса исследуемых матери-

алов проводится на основе принципа де-

формационно-временной аналогии [1...3], 

когда "семейство" кривых модуля релакса-

ции (   – напряжение,   – деформация, t – 

время), построенное по логарифмической 

шкале приведенного времени ( )1ln t t  (t1 – 

некоторое фиксированное значение "базо-

вого" времени), путем параллельных сдви-

гов вдоль логарифмическо-временной 

шкалы накладывается на некоторую "обоб-

щенную" кривую релаксации, задаваемую 

нормированной функцией ( )( )1ln t t . 

При этом в качестве нормированной 

функции  , как правило, выбирают одну 

из следующих функций [4...6]: 

- интеграл вероятностей (ИВ) 

 

1 t
ln 2za

n
21

e dz
2

 −

 = 
 −

,       (2) 

 

которая является интегральной функцией 

нормального распределения, 

- нормированный арктангенс логарифма 

(НАЛ) 

n

1 1 1 t
arctg ln

2 b

 
 = +  

  
,          (3) 

 

которая является интегральной функцией 

распределения вероятностного закона 

Коши, 

- гиперболический тангенс (ГТ) 

nA1 t
1 th ln

2 2

  
 = +  

  
,         (4) 

- функцию Кольрауша (ФК)  

( ) nkt
1 e

− 
 = −          (5) 

и некоторые другие (здесь 
na , 

nb , 
nA , 

nk , 

– структурные коэффициенты, характери-
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зующие интенсивность вязкоупругого про-

цесса). 

Аппроксимация модуля релаксации 

( )E E , t
t

= 


 с помощью какой-нибудь 

нормированной релаксационной функции 

( ), t
t

 =  


 типа (2)...(5) будет иметь 

следующий вид: 

 

E E (E E )
t o o t

= − − 
  

,           (6) 

 

где E0 – модуль упругости; E


 – модуль 

вязкоупругости. 

При этом если в качестве релаксацион-

ной функции 
t




 выбрать интеграл веро-

ятностей ИВ, то формула (6) примет вид: 

 
1 t

ln 2za
n

21
E E (E E ) e dz

t o o 2

 − 
= − −    −

.    (7) 

 

В случае выбора других релаксацион-

ных функций получаем: 

 

1 1 1 t
E E (E E ) arctg ln

t o o 2 b
n

  
  
    

  

= − − +
   

 

  (8) 

 

– для функции НАЛ, 

nA1 t
1 th ln

2 2
E E (E E )

t o o




  
+     

= − −
 

  (9) 

– для функции ГТ и 

( )
k

nt
E E (E E ) 1 e

t o o

 
 
 
 
 
 

− 
= − − −

 
 (10) 

– для функции ФК. 

В формулах (7)...(10):  

-   – время релаксации, зависящее от 

деформации ε;  

- константы 
na 

, 
nb 

, 
nA 

, 
nk 

 характе-

ризуют интенсивность процесса релакса-

ции и зависят от свойств исследуемой по-

лимерной нити; индекс n  указывает на то, 

что выбрана нормальная логарифмическая 

шкала приведенного времени. 

Несомненным достоинством моделей 

(6)...(10) является то, что они содержат 

наименьшее возможное число параметров, 

имеющих определенный физический 

смысл: 

- ( )( )0
0

lim ,
t

E t
→

=     – модуль упруго-

сти, характеризующий квазимгновенное 

значение модуля релаксации, то есть его 

значение в начале процесса релаксации; 

- ( )( )lim ,
t

E t
→

=     – модуль вязко-

упругости, характеризующий квазиравно-

весное значение модуля релаксации, то есть 

его значение в конце процесса релаксации; 

- структурные параметры 
na 

, 
nb 

, 
nA 

, 
nk 

 характеризуют скорость (интенсив-

ность) процесса релаксации; 

- время релаксации ( ) =    характери-

зует время прохождения половины про-

цесса релаксации при заданном значении 

деформации  .  

Учитывая, что модуль релаксации опре-

деляется формулой (6), получаем простей-

шие выражения для прогнозирования 

напряжения: 

( ) ( )0 0

1 t
ln 2za

n
2, t E E E

1
e dz

2


 − 
  =  − −  

 −

 (11) 

 

– для функции ИВ, 

( ) ( )0 0, t E E E
1 1 1 t

arctg ln
2 b

n



  
    =  − − 
    

  

+
 

 

  (12) 

– для функции НАЛ, 

( ) 0 n
0

E E
, t E

2 2

 
 −   

  =  −    
   

A t
1+th

τ
 (13) 

– для функции ГТ и 

( ) ( )
( )

0 0, t E E E

k
nt

1 e

 
 
   =  − − 
 
 
 

− 
−

  (14) 

– для функции ФК. 

Формулами (11)...(14) можно пользо-

ваться для прогнозирования релаксацион-

ных процессов композитов и армирующих 

их текстильных материалов [7...9].  

Аналогично построению математиче-

ской модели релаксационного процесса ис-

ходными данными для построения матема-
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тической модели деформационного про-

цесса композитов и армирующих их тек-

стильных материалов является экспери-

мент. По данным проведенного экспери-

мента в логарифмическо-временной шкале 

приведенного времени строится "семей-

ство" кривых ползучести, то есть "семей-

ство" кривых зависимости деформации   

от логарифма приведенного времени для 

разных уровней постоянного напряжения 

 .  

Далее указанное "семейство" кривых 

ползучести на основе формулы: 

 

( ) ( )D , t t =             (15) 

 

перестраивается в "семейство" кривых по-

датливости ( )tD D , t =  . 

Далее на основе принципа сило-времен-

ной аналогии производится моделирование 

вязкоупругой ползучести (изменение во 

времени деформации  , зависящей от 

напряжения  ) – "семейство" кривых по-

датливости ( ) ( )D ,t t =    (   – напряже-

ние,   – деформация, t – время), построен-

ное по логарифмической шкале приведен-

ного времени ( )1ln t t  (t1 – некоторое фик-

сированное значение "базового" времени), 

путем параллельных сдвигов вдоль лога-

рифмическо-временной шкалы накладыва-

ется на некоторую "обобщенную" кривую 

податливости, задаваемую нормированной 

функцией ( )( )1ln t t , в качестве которой 

обычно выбирают одну из функций (2)...(5). 

При этом аппроксимация податливости 

( )D D ,t
t

= 


 с помощью какой-нибудь 

нормированной функции запаздывания 

( ),t
t

 =  


 типа (2)...(5) будет иметь 

следующий вид: 
 

D D (D D )
t o o t

= + − 
  

,       (16)  

 

где D0 – начальная упругая податливость; 

D


 – предельно-равновесная податли-

вость.  

При этом если в качестве функции за-

паздывания 
t




 выбрать интеграл вероят-

ностей ИВ, то формула (16) примет вид [10]: 
 

1 t
ln 2za

n
21

D D (D D ) e dz
t o o 2

 − 
= + −    −

.  (17)  

 

В случае выбора других функций запаз-

дывания, получаем: 

1 1 1 t
D D (D D ) arctg ln

t o o 2 b
n

  
  
    

  

= + − +
   

 

  (18) 

– для функции НАЛ, 

nA1 t
1 th ln

2 2
D D (D D )

t o o




  
+     

= + −
 

  (19) 

– для функции ГТ и 

( )
k

nt
D D (D D ) 1 e

t o o

 
 
 
 
 
 

− 
= + −  −

 
  (20)  

– для функции ФК. 

В формулах (17)...(20): 
  – время за-

паздывания, зависящее от напряжения  ; 

константы 
na 

, 
nσb , 

nA 
, 

nk 
 характери-

зуют интенсивность процесса ползучести и 

зависят от свойств исследуемой полимер-

ной нити; индекс  

n указывает на то, что выбрана нормальная 

логарифмическая шкала приведенного вре-

мени. 

Несомненным достоинством моделей 

(16) - (20) является то, что они содержат 

наименьшее возможное число параметров, 

имеющих определенный физический 

смысл: 

- ( )( )0
t 0

D lim , t
→

=     – начальная упру-

гая податливость, характеризующая ква-

зимгновенное значение податливости, то 

есть ее значение в начале деформационного 

процесса; 

- ( )( )
t

D lim , t
→

=     – предельно-рав-

новесная податливость, характеризующая 

квазиравновесное значение податливости, 

то есть ее значение в конце деформацион-

ного процесса; 
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- структурные параметры 
na 

, 
nb 

, 
nA 

, 
nk 

 характеризуют скорость (интенсив-

ность) деформационного процесса; 

- время запаздывания (ползучести) 

( ) =    характеризует время прохожде-

ния половины деформационного процесса 

при заданном значении напряжения σ.  

Учитывая, что податливость определя-

ется формулой (16), получаем простейшие 

выражения для прогнозирования деформа-

ции [11...13]: 

( ) ( )0 0

1 t
ln 2za

n
2, t D D D

1
e dz

2


 − 
  =  + −  

 −

  (21) 

– для функции ИВ, 

( ) ( )0 0, t D D D
1 1 1 t

arctg ln
2 b

n



  
    =  + − 
    

  

+
 

 

  (22) 

– для функции НАЛ, 

( ) ( ) n
0 0

1
, t D D D

2 2






   
  =  + −       

   

A t
1+th ln

τ

  (23) 

– для функции ГТ и 

( ) ( )
( )

0 0, t D D D

k
nt

1 e

 
 
   =  + − 
 
 
 

− 
−   (24) 

– для функции ФК. 

Формулами (21)...(24) можно пользо-

ваться для прогнозирования деформацион-

ных процессов композитов и армирующих 

их текстильных материалов.  
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