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Статья посвящена исследованию влияния объемного заполнения пре-

формы композиционного материала углеродной нитью с точки зрения его 

механической прочности. Наиболее актуальна данная задача для техноло-

гии 3D-ткачества, где заполнение углеродной нитью происходит по всем 

трем координатным осям. Для построения аналитической модели объем-

ного заполнения 3D-тканей использован воксельный подход. Разработана 

математическая модель заполнения объема вокселя углеродными нитями  
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для 3D-ткачества. В качестве упрощающих допущений при построении мо-

дели выбран один тип поперечного сечения углеродной нити в форме окруж-

ности. Выполнено исследование разработанной модели с точки зрения вы-

бора различных диаметров армирующих нитей для получения наибольшего 

объемного заполнения вокселя углеродными нитями. Сделаны выводы по ра-

боте.  

 

The article is devoted to the study of the volumetric filling influence of the com-

posite material preform with a carbon filament from the standpoint of its mechanical 

strength. This task is the most relevant one for 3D weaving technology, where filling 

with carbon thread occurs along all three coordinate axes. A voxel approach was 

used to construct an analytical model of 3D tissues volumetric filling. A mathema--

tical model of filling the voxel volume with carbon filaments for 3D weaving has 

been developed. As simplifying assumptions in the construction of the model, one 

type of a carbon filament cross-section in the form of a circle was chosen. The study 

of the developed model is carried out from the standpoint of choosing different di-

ameters of reinforcing filaments to obtain the largest volume filling of the voxel with 

carbon filaments. Conclusions are made. 

 

Ключевые слова: композиционные материалы, 3D-ткачество, углерод-

ная нить, математическое моделирование, прочность.  
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К композиционным материалам, осо-

бенно производимым на основе высокомо-

дульных и высокопрочных химических во-

локон и нитей, и изделиям, изготавливае-

мым из них, предъявляются высокие требо-

вания к эксплуатационным характеристи-

кам. При этом наиболее важной эксплуата-

ционной характеристикой композицион-

ных материалов является их прочность при 

различных напряженно-деформированных 

состояниях, характерных для условий ра-

боты изделия. Для повышения прочности 

композиционных материалов используют 

различные армирующие нити, их струк-

туры, технологии изготовления и др. В дан-

ной статье выполнено исследование зави-

симости коэффициента объемного заполне-

ния композита от линейных плотностей уг-

леродных армирующих нитей с целью 

обеспечения максимального значения ко-

эффициента объемного заполнения.  

Влияние коэффициента объемного за-

полнения композита армирующими нитями 

на его прочность известно [1] и является 

прямопропорциональным. Такой же вывод 

можно сделать, и анализируя аналитиче-

скую зависимость напряжения от объем-

ного заполнения композита армирующими 

нитями и связующим [2...7], используемую 

при гомогенизации свойств композита: 

 

σ= σfVf + σmVm ,                  (1) 

 

где σ – напряжение в композиционном ма-

териале; σf – напряжение в материале арми-

рующих нитей; σm – напряжение в матери-

але связующего; Vf – объем армирующих 

нитей в композиционном материале; Vm – 

объем связующего в композиционном ма-

териале. 

Для решения поставленной задачи по-

строения модели объемного заполнения 

3D-ткани применим воксельный подход к 

описанию геометрической структуры 3D-

ткани, описанной в [8], [9]. Тогда задача 

сводится к определению объема армирую-

щих нитей, расположенных в пространстве 

по всем координатным осям в одном вок-

селе. В качестве упрощающего допущения 

примем три перекрещивающиеся группы 
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армирующих нитей с постоянными разме-

рами поперечного сечения в форме круга. 

Постановка задачи графически представ-

лена на рис. 1 (геометрическая модель вок-

селя с тремя армирующими нитями для 

процесса 3D-ткачества).  

 

 
 

Рис. 1 

 

Обозначим диаметры нитей x, y, z. Из 

рис. 1 следует, что длина нити диаметром х 

и, одновременно, размер вокселя по оси х, 

составляют y + z. Длина нити диаметром y 

и размер вокселя по оси y составляют x + z, 

а длина нити диаметром z и размер вокселя 

по оси z составляют x + y. 

Тогда полный объем вокселя опреде-

лится так: 

 

V = (x y)(y z)(x z)+ + + ,        (2) 

 

а суммарный объем нитей: 

 

V1 = 
2 2 2(y z)x (x z)y (x y)z

4


 + + + + +  .  (3) 

 

Для коэффициента заполнения получа-

ется следующее выражение: 

 

K = V1/V = 

2 2 2(y z)x (x z)y (x y)z

4(x y)(y z)(x z)

  + + + + + 

+ + +
.    (4) 

Таким образом, получаем функцию трех 

переменных x, y и z, для которой необхо-

димо найти максимум. Чтобы несколько 

упростить решение, примем диаметр одной 

из нитей за константу, положив его равным 

единице. При этом х и у можно рассматри-

вать как безразмерный диаметр, то есть от-

ношение диаметров каждой из двух нитей к 

диаметру третьей. Можно также опустить 

множитель π/4, так как он влияет только на 

значение функции в точке максимума, но 

не влияет на его координаты x и y. Тогда 

соответствующая целевая функция примет 

вид: 

 

 
2 2(y 1)x (x 1)y (x y)

f (x, y)
(x y)(y 1)(x 1)

+ + + + +
=

+ + +
.    (5) 

 

 

Найдем производную данной функции по x и y в среде MathCAD: 
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Для нахождения экстремума функции 

(5) выражение (6) нужно приравнять к 

нулю и найти корни соответствующего 

уравнения. Однако MathCAD не может 

найти корни данного уравнения. Можно 

также воспользоваться функциями Maxim-

ize и Minimize, находящими точки макси-

мума и минимума функции. Применяя их 

непосредственно к функции (5), получаем, 

что максимальное значение коэффициента 

заполнения вокселя нитью имеет место, 

если x и y равны нулю.  

 

 
 

Рис. 2 

 

Таким образом, для достижения макси-

мального заполнения вокселя нитью необ-

ходимо, чтобы диаметры двух из трех ни-

тей системы равнялись нулю, то есть были 

несоизмеримо меньше третьей нити, что на 

практике недостижимо и бессмысленно. 

Напротив, как показывает расчет в 

MathCAD, наименьший коэффициент за-

полнения получается при равенстве диа-

метров всех нитей системы. 

Непосредственное наблюдение поверх-

ности функции (4) (рис. 2 – поверхность 

функции коэффициента заполнения) под-

тверждает данный вывод. Однако в целом 

для данной модели вокселя область значе-

ний коэффициента заполнения составляет 

[0,589; 0,785], то есть минимальный коэф-

фициент заполнения, имеющий место при 

одинаковом диаметре всех нитей, состав-

ляет 75% от максимального. Если же две 

нити имеют одинаковый диаметр, то влия-

ние диаметра третьей нити системы изме-

няет коэффициент заполнения в том же 

диапазоне (рис. 3 – изменение коэффици-

ента заполнения вокселя в зависимости от 

диаметра третьей нити при единичном диа-

метре двух других). 
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Рис. 3  

 

Выполненные исследования целевой 

функции объемного заполнения вокселя 

тремя системами нитей, характерных для 

значения процесса 3D-ткачества, позво-

ляют выбрать их линейных плотностей для 

обеспечения максимального значения в 

вокселе, а значит и во всей армирующей 

структуре композиционного материала или 

изделия. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Разработана и исследована математиче-

ская модель коэффициента заполнения вок-

селя армирующими нитями для 3D-ткаче-

ства, позволяющая выбрать оптимальные 

значения их линейных плотностей для 

обеспечения максимальной прочности ком-

позита. 
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