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Изложен метод расчета эффективных упругих модулей композиционных 

материалов, используя понятие механической жесткости. Рассмотрена 

геометрическая модель композиционного материала на основе объемной 

тканой структуры с учетом геометрических характеристик нитей утка и 

нитей основы, и приведен пример определения модуля Юнга в одном из 

направлений ячейки периодичности композиционного материала. Опреде-

лены численные значения модулей упругости на растяжение-сжатие и 

сдвиг на различных гранях ячейки периодичности. При решении поставлен-

ной задачи использовались методы прикладной механики и механики компо-

зитов. 

 

A method for calculation of composite materials effective elastic moduli is pre-

sented, using the concept of mechanical stiffness. A geometrical model of composite 

material based on bulk woven structure with consideration for geometrical charac-

teristics of weft and warp yarns is considered and an example of determining the 

Young modulus in one of the cell directions of composite material periodicity is 

given. Numerical values of tensile-compression and shear moduli on different faces 

of the periodicity cell are determined. The methods of applied mechanics and com-

posite mechanics were used to solve the problem. 
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Введение 

Композиционные материалы (КМ) ак-

тивно используются в мировой промыш-

ленности, начиная с середины двадцатого 

века. Преимущество использования компо-

зитов [1] вместо металлических конструк-

ций заключается в том, что они имеют ма-

лый вес, обладают большой прочностью и 

не подвержены коррозии. 

В настоящее время перспективным 

направлением при разработке композитных 

материалов является использование в каче-

стве основы объемного материала или пре-

формы детали из различного вида техниче-

ских нитей: углеродных, кремнеземных, 

кварцевых, стеклянных, синтетических, ме-

таллических, магнитных и др.[2] 

Применение трехмерных тканых компо-

зитов в промышленности стремительно 

растет, например, в автомобилестроении 

[3], [4]; в строительстве [5]; авиастроении 

[6], органозамещающей медицине [7] и др. 

Экономика России в настоящее время, 

как никогда, заинтересована в создании но-

вых материалов (сырья и изделий) на ос-

нове химических материалов. Одним из 

сегментов рынка, где химическая и тек-

стильная промышленности могут взаимо-

выгодно сотрудничать – это КМ. Это взаи-

модействие позволяет создавать новые ма-

териалы для многих отраслей промышлен-

ности РФ, сочетающие в себе свойства тек-

стильных полотен и химических техноло-

гий [8]. 

Цель и задачи исследования 

Учитывая, что большинство новых кон-

струкционных материалов представляют 

собой композиты, основной задачей явля-

ется исследование влияния армирования на 

конечные их физико-механические свой-

ства.  

В применяемых на сегодняшний день 

методах расчетов на прочность и жесткость 

(методы сопротивления материалов, строи-

тельной механики, теории упругости и др.) 

физические константы учитывают второй 

уровень неоднородности материала, то есть 

считается, что он состоит из совокупности 

квазиоднородных элементарных слоев, 

свойства которых известны [9]. 

Согласно ГОСТ композит (композит-

ный материал, композиционный материал) 

определяется как сплошной продукт, состо-

ящий из двух или более материалов, отлич-

ных друг от друга по форме, и/или фазо-

вому состоянию, и/или химическому сос-

таву, и/или свойствам, скрепленных, как 

правило, физической связью и имеющих 

границу раздела между обязательным мате-

риалом (матрицей) и ее наполнителями, 

включая армирующие наполнители [10].  

Таким образом, композит – это кон-

струкция, состоящая из двух или более ком-

понентов, состоящих из однородных мате-

риалов. 

Для проведения различных расчетов де-

талей и проектирования конструкций из 

КМ необходимо знать физические кон-

станты, характеризующие способность 

тела сопротивляться деформированию при 

приложении к нему различных усилий. 

Этими константами являются эффективные 

модули упругости на растяжение – сжатие, 

изгиб и сдвиг описывающих упругие свой-

ства элементарной частицы КМ – ячейки пе-

риодичности (ЯП) в различных направлениях. 

Существует ряд методов определения 

этих физических констант, в основе кото-

рых лежат различные модели [11] представ-

ления структуры и механики КМ: полуэм-

пирические модели; модели, основанные на 

подходе эластичности; модели гомогениза-

ции; методы численного FE-моделирова-

ния и др. [12].  

Таким образом, определение и оценка 

упругих свойств имеет решающее значение 

для использования такого типа КМ в пере-

довых отраслях промышленности. А пред-

приятиям, специализирующимся на произ-

водстве такого рода изделий, нужна вариа-

тивность в расширении ассортимента про-

дукции, чтобы сохранять конкурентоспо-

собность и прибыльность в условиях совре-

менной рыночной экономики. 

В связи с этим, цель данного научного 

исследования – применить для определения 

эффективных модулей упругости ЯП КМ, 

приближенный метод, основанный на ис-

пользовании понятия "жесткость" кон-

струкции и конструктивного элемента. 
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Методика исследования 

При деформировании композита проис-

ходит формоизменение его внутренней 

структуры. Это может происходить за счет 

упругих свойств матрицы, объемной тка-

ной структуры или их совместной деформа-

ции. Процесс формоизменения объемной 

тканой структуры вызывается прираще-

нием внешней нагрузки, что характеризует 

возникновение упругой и/или необратимой 

деформации ее конструктивных элементов, 

который можно охарактеризовать коэффи-

циентом жесткости.  

Так как композитный материал на ос-

нове объемной тканой структуры состоит 

из нитей, то при моделировании деформа-

ции и прочности нити, целесообразно при-

нимать ее в виде стержня. В такой поста-

новке механику деформирования его струк-

туры в зависимости от вида деформации, 

можно описать механикой деформирова-

ния отдельных структурных единиц мате-

риала (нитей утка, основы и матрицы) в 

ячейке периодичности.  

В композитах  на тканой основе эффек-

тивные модули упругости зависят от 

формы нитей, их материала, расположения 

и их объемного содержания [9], [13] в 

структуре ЯП КМ. 

Объемные тканые текстильные матери-

алы, применяемые для производства раз-

личных изделий, могут испытывать дефор-

мации разного вида и интенсивности. По 

величине коэффициентов жесткости можно 

судить о прочности и жесткости уже не ма-

териала, а элемента или конструкции в це-

лом [14], [15]. При определении коэффици-

ента жесткости объемной тканой струк-

туры необходимо исследование напряже-

ний и деформаций в нитях утка и основы, 

внутренних сил и моментов. 

В работе [14] приводятся определения 

обобщенной жесткости для элементов и 

конструкций в целом. Первое значение тер-

мина жесткость – это способность тела или 

конструкции сопротивляться изменению 

формы или размеров, то есть сопротивле-

ние образованию деформации. 

Из прикладной механики известны сле-

дующие выражения [14], [16]: 

- жесткость (коэффициент жесткости) 

стержня на растяжение-сжатие имеет вид: 

 

𝐜р =
𝐄𝐅

𝐋
 ,                            (1) 

 

где Е − модуль упругости первого рода ма-

териала стержня (модуль Юнга); F −пло-

щадь поперечного сечения стержня; L − 

длина стержня; 

- жесткость (коэффициент жесткости) 

стержня на кручение имеет вид: 

 

𝐜к =
𝐆𝐉𝐩

𝐋
 ,                          (2) 

 

где G − модуль упругости второго рода ма-

териала стержня (модуль упругости при 

кручении); Jp −полярный момент инерции 

поперечного сечения тела; 

- жесткость (коэффициент жесткости) 

стержня на изгиб имеет вид: 

 

𝐜и =
𝐄𝐉

𝐋
 ,                         (3) 

 

где J −момент инерции поперечного сече-

ния тела. 

Второе значение этого термина опреде-

ляет жесткость как характеристику сечения 

элемента деформируемого тела, это обще-

принятые выражения EF, GJp, EJ, в (1), (2), (3). 

Компонент ЯП объемной тканой струк-

туры – нити, которые моделируются в 

нашем случае в виде упругих стержней. 

Стержень – это тело объемное, и длина L 

вместе с геометрическими характеристи-

ками его поперечного сечения F, Jp, J в фор-

мулах (1), (2), (3) это показывают. 

Если композитный материал – это кон-

струкция, состоящая из нескольких элемен-

тов, соединенных параллельно[10], то 
 

𝐜р = ∑ 𝐜р
𝐢𝐢 ; 𝐜к = ∑ 𝐜к

𝐢;𝐢 𝐜и = ∑ 𝐜и
𝐢𝐢 .   (4) 

 

Если элементы соединены последова-

тельно [10], то 
 

𝐜р = ∑
𝟏

𝐜р𝐢
𝐢 ; 𝐜к = ∑

𝟏

𝐜к
𝐢
;𝐢 𝐜и = ∑

𝟏

𝐜и
𝐢

𝐢  ,   (5) 

 

где i −количество элементов составляю-

щих композитную конструкцию. 
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Обратная величина к коэффициенту 

жесткости называется механической подат-

ливостью. Для случая упругих деформаций 

в записи закона Гука рассматривается как 

физико-геометрическая характеристика се-

чения элемента конструкции и равна произ-

ведению модуля упругости материала и со-

ответствующей геометрической характери-

стики сечения [15]. 

Модули упругости и коэффициенты 

жесткости связывают соотношения (1), (2), 

(3). Таким образом, зная коэффициенты 

жесткости ЯП и упругие характеристики 

матрицы в интересующем направлении, 

можно определить, из соотношений (6), (8), 

(10), интересующие модули упругости на 

растяжение-сжатие, изгиб и кручение 

(сдвиг) для ЯП КМ. 

Модуль упругости ЯП КМ на растяже-

ние-сжатие: 

 
𝐄р

яп =   𝐄р
арм.  яп + 𝐄р

матр.  яп,     (6) 

 

𝐄р
арм.  яп = 𝐜р

арм.  яп
𝐋яп

𝐅яп
,    с        (7) 

 
где 𝐄р

арм.  яп −модуль упругости армирова-

ния ЯП на растяжение-сжатие; 

𝐄р
матр.  яп −модуль упругости матрицы ЯП 

на растяжение-сжатие; 𝐜р
арм.  яп − коэффи-

циент жесткости армирования на растяже-

ние-сжатие ЯП; 𝐋яп − длина ЯП КМ; 

𝐅яп −площадь поперечного сечения ЯП КМ. 

Модуль упругости ЯП КМ на круче-

ние(сдвиг): 

 
𝐆яп =   𝐆к

арм.  яп + 𝐆к
матр.  яп,      (8) 

 

𝐆к
арм.  яп =   𝐜к

арм.яп
𝐋яп

𝐉𝐩яп

 ,           (9) 

 
где  𝐆к

арм.  яп −модуль упругости армирова-

ния ЯП на кручение(сдвиг); 𝐆к
матр.  яп − мо-

дуль упругости матрицы ЯП на растяже-

ние-сжатие; 𝐜к
арм.  яп − коэффициент жест-

кости армирования на кручение ЯП;  𝐉𝐩яп
− 

полярный момент инерции поперечного се-

чения ЯП КМ. 

Модуль упругости ЯП КМ на изгиб: 

 

𝐄и
яп =   𝐄и

арм.  яп + 𝐄и
матр.  яп ,    (10) 

𝐄и
арм.  яп =   𝐜и

арм.  яп
𝐋яп

𝐉яп
,         (11) 

 

где 𝐄и
арм.  яп −модуль упругости армирова-

ния ЯП на изгиб; 𝐄и
матр.  яп −модуль упру-

гости матрицы ЯП на изгиб; 𝐜и
арм.  яп − ко-

эффициент жесткости армирования ЯП на 

изгиб; 𝐉яп − момент инерции поперечного 

сечения ЯП КМ. 

В формулах (7), (9), (11), умножая полу-

ченный коэффициент жесткости для арми-

рования ЯП на отношение длины 𝐋яп к ха-

рактеристике поперечного сечения ЯП ком-

позита 𝐅, 𝐉𝐩 или 𝐉, мы освобождаемся от 

влияния размеров и формы ячейки перио-

дичности композита и будем иметь только 

ее упругие характеристики, что и требуется 

определить.  

Коэффициенты жесткости стержней 

можно определить экспериментально, если 

позволяют размеры, форма образцов и обо-

рудование, или теоретически, например, 

методами сопротивления материалов. 

 

𝐜р =
∆𝐏

∆𝐋
 ,                      (12) 

 

𝐜к =
∆𝐓

∆𝛗
 ,                      (13) 

 

 𝐜и =
∆М

∆𝛘
,                       (14) 

 

где ∆𝐏, ∆𝐓, ∆М − приращения соответству-

ющих силовых факторов, растягивающего 

усилия, крутящего и изгибающего момен-

тов, вызывающих деформации растяжения-

сжатия, кручения и изгиба стержня, соот-

ветственно; ∆𝐋, ∆𝛗, ∆𝛘 − приращения удли-

нения, угла закручивания, кривизны 

стержня, соответственно. 

Возникает вопрос, как выбрать размер 

ЯП композита? Так как композит – это кон-

струкция, и в то же время материал, где 

множество раз повторяются и соединены 

между собой конструктивные элементы, то 

ячейка периодичности должна включать 

все повторяющиеся компоненты. 

В качестве примера применения изло-

женного выше метода, некоторые моменты 

которого отражены также в [17], определим 
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модуль упругости Exх, ЯП КМ на основе 

тканой структуры (рис. 1:– а) – геометриче-

ская модель объемной тканой структуры; б) 

– трехмерная модель объемной тканой 

структуры; в) – геометрическая модель эле-

мента утка в среднем слое: dу – диаметр 

нити утка; dо – диаметр нити основы; H – 

высота волны осевой линии нити утка; ℓн – 

геометрическая плотность по основе в од-

ном слое; Lн – расстояние между центрами 

основных нитей в крайних точках высот 

волн изгиба нитей утка; S – ширина ячейки 

объемной тканой структуры вдоль утка; D 

– ширина объемной тканой структуры; L – 

длина объемной тканой структуры; k – тол-

щина объемной тканой структуры) из [2]. 

 

 
 

Рис. 1 

 

Чтобы приступить к определению эф-

фективных упругих характеристик ЯП КМ, 

необходимо указать некоторые основные 

положения и допущения, касающиеся объ-

емной тканой структуры и матрицы: 

− при получении результатов будем ба-

зироваться на механике жестких нитей, 

опирающуюся на основные гипотезы и до-

пущения теории деформации стержней 

[18]; 

− вне зоны контакта с уточинами нити 

основы прямолинейны, смятие и взаимное 

перемещение нитей в зоне контакта несу-

щественно, нити линейно упругие и абсо-

лютно жесткие; 

− элемент утка и основы – защемленная 

балка, в концевых сечениях; 

− однородность деформации, то есть де-

формации структурных элементов (нитей 

основы и утка) пропорциональны деформа-

ции всей ЯП КМ; 

− при моделировании деформирования 

элемента трехмерной тканой структуры 

усилия приложены к области, которая су-

щественно больше ее структурного эле-

мента – ЯП;  

− в исследовании рассматриваются 

только упругие деформации армирования и 

матрицы, вязкоупругие и пластические де-

формации во внимание не принимаются. 

Вырежем элементарную ячейку перио-

дичности (рис. 2 – структурная схема 

ячейки периодичности композиционного 

материала и его упругие характеристики) 

из середины КМ (не будем учитывать верх-

ний или нижний слой, имеющий в струк-

туре особенности нити утка), разработанного 

на основе объемной тканой структуры [2].  

 

 
 

Рис. 2  

 

 

Для определения Exх необходимо знать 

модули упругости на растяжение-сжатие 

для армирования Eр
арм.  яп и матрицы 

Eр
матр.  яп. Модули упругости для материала 

матрицы и нитей – это справочные вели-

чины, которые заранее известны. Для опре-

деления Eр
арм.  яп необходимо определить 

жесткость cр
арм.  яп в направлении нитей ос-

новы. Очевидно, что в этом направлении 

жесткость ЯП при деформации растяже-

ния-сжатия будут определять элементы ни-

тей основы и их жесткость. Эту величину 

определяет зависимость (15): 
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cр
арм.  яп = ∑ cр

ii ,              (15) 

где cр
i − жесткость одного элемента нити 

основы на растяжение-сжатие; i − количе-

ство нитей основы в структуре ЯП. 

Жесткость одиночного элемента нити 

основы (стержня) при деформации растя-

жения-сжатия определяется формулами (1 

или (12). Используя полученный результат, 

из (7) определяется Eр
арм.  яп −модуль упру-

гости армирования ЯП на растяжение-сжа-

тие. Затем, используя Eр
арм.  яп и Eр

матр.  яп, 

по (6) определим искомый модуль упруго-

сти ЯП представленного КМ Exх = Eр
яп. 

По вышеизложенной методике могут 

быть определены: эффективные модули 

упругости на сдвиг 𝐆𝐲𝐳, 𝐆𝐱𝐲, 𝐆𝐱𝐳 эффектив-

ные модули упругости на растяжение-сжа-

тие 𝐄𝐱х, 𝐄𝐳𝐳, 𝐄𝐲𝐲. 

В соответствии с исходными данными 

(табл. 1 – геометрические, качественные и 

количественные характеристики ячейки пе-

риодичности композита) определены эф-

фективные модули упругости для ЯП КМ в 

различных направлениях (табл. 2). 

 
Т а б л и ц а  1 

Геометрические и качественные характеристики 

ячейки периодичности композита 

Lяп, мм bяп , мм hяп , мм do, мм dу, мм материал нитей материал матрицы 

43,8 12,77 10 2 2 СТ-3 эпоксидная смола 

Физико-механические характеристики материалов композита 

Материал E, ГПа G, ГПа μ 

Ст3 200 74 0,3 

Эпоксидная 

смола 
3 1,3 0,4 

 
Т а б л и ц а  2 

 

Обсуждение результатов 

В результате определены упругие ха-

рактеристики периодической ячейки ком-

позита. Как и следовало ожидать, наиболь-

шее значение модуля упругости на растя-

жение-сжатие в направлении нитей основы 

𝐄𝐱х, так как в этом направлении присут-

ствует группа нитей основы, которые и 

определяют упругость в этом направлении. 

Модуль 𝐄𝐲𝐲 в направлении оси "у" опреде-

ляют 2 нити и матрица, но ее вклад в упру-

гость в этом направлении наравне с нитями 

утка. В трансверсальном направлении 

упругость 𝐄𝐳𝐳 определяется нитями утка, 

которые связывают между собой нити ос-

новы двух слоев и матрицей, объем которой 

в этом направлении максимален. В форми-

ровании упругости в направлениях осей "у" 

и "z" существенную роль играют  нити ос-

новы, добавляющие жесткости ячейке в 

данных направлениях. В формировании мо-

дулей упругости на кручение (сдвиг) основ-

ную роль играет матрица композита, так 

как нитей, сопротивляющихся кручению, 

мало и они очень малы (в направлении оси 

"x") либо они отсутствуют.  

Коэффициент Пуассона – 𝜇, в направле-

нии оси "x" во многом будет определяться 

свойствами материала матрицы, то есть 

μэя = μматр. В направлении оси "у" он будет 

несколько ниже, так как усиленное армиро-

вание в направлении оси "х" будет препят-

ствовать поперечной деформации ЯП. 

Также это армирование будет препятство-

вать сжатию ЯП вдоль оси "z", и поэтому 

коэффициент Пуассона здесь тоже будет 

несколько ниже. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

1. Рассмотрена геометрическая модель 

ЯП КМ на основе многослойной тканой 

Упругие характеристики композита 

Exх, ГПа Eyy , ГПа Ezz , ГПа Gyz, Па Gxy, Па Gxz , Па 

17,06 10,41 8,60 2,2·105 5,15·104 2,85·104 
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структуры с учетом геометрических харак-

теристик нитей утка и нитей основы. 

2. Применен приближенный метод 

определения эффективных упругих харак-

теристик КМ, в основе которого лежит по-

нятие механической жесткости конструк-

ции и конструктивного элемента. 

3. Определены эффективные модули 

упругости  ЯП КМ. 

4. Основную роль в таком виде КМ иг-

рают его структура, форма и материал ни-

тей. 

5. При решении поставленной задачи 

использовались методы прикладной меха-

ники и механики композитов. 
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