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В статье рассматривается спектральное моделирование релаксацион-

ных и деформационных процессов полимерных текстильных материалов, на 

основе которых осуществляется их компьютерное прогнозирование. Рас-

сматриваются релаксационные и деформационные процессы различной 

сложности – от простой релаксации при постоянной деформации и про-

стой ползучести при постоянной нагрузке до сложных процессов обратной 

релаксации и деформационно-восстановительных процессов с многоступен-

чатой нагрузкой. 

 

The article deals with spectral modeling of polymeric textile materials relaxation 

and deformation processes, on their basis the computer prediction is carried out. 

Relaxation and deformation processes of varying complexity are considered - from 

simple relaxation under constant deformation and simple creep under constant load 

to complex processes of reverse relaxation and deformation-recovery processes with 

multistage load. 
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лирование, деформационные процессы, релаксация, ползучесть, полимер-

ные текстильные материалы. 
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Введение 

На изучаемые деформационные свой-

ства полимерных материалов оказывают 

влияние температурные воздействия, а 

также уровни и длительности механиче-

ских воздействий. Для сравнительного ана-

лиза и прогнозирования указанных свойств 

необходима разработка математической 

модели на основе физически обоснован-

ного аналитического описания этих влия-

ний. В этом направлении постоянно прово-

дятся исследования по применению урав-

нений наследственной механики твердых 

деформируемых тел к различным полимер-

ным материалам, включая текстильные ма-

териалы, в том числе синтетические нити, 

ткани, пряжу, ленты, жгуты и др. Различия 

в предлагаемых решениях этих задач объ-

ясняются их сложностью. Наибольшего 

внимания заслуживают те варианты реше-

ний, когда имеется физическая обоснован-

ность выбранных уравнений в сочетании с 

минимумом количества используемых па-

раметров [1].  

Следует заметить, что изучение механи-

ческих свойств указанных материалов, про-

являющихся в условиях эксплуатации, го-

раздо сложнее, чем измерение только лишь 

разрывных характеристик, которые далеки 

от объективной оценки свойств материала. 

Задача значительно усложняется, когда у 

полимерных материалов помимо вязко-

упругих свойств проявляются также и пла-

стические свойства, то есть появляется не-

обратимый компонент деформации, кото-

рому также следует уделять особое внима-

ние [2].  

Особую ценность имеют решения таких 

задач для полимерных материалов, когда 

помимо сопоставления механических 

свойств материалов приходится также де-

лать расчеты на условия эксплуатации из-

делий. Без измерений таких простых про-

цессов, как ползучесть, релаксация и вос-

становление, такую задачу решить невоз-

можно. Именно поэтому у материаловедче-

ских лабораторий имеются определенные 

преимущества по отношению к теоре-

тическим разработкам [3]. 

В настоящее время широкое разнообра-

зие полимерных материалов и большой 

объем накопленного эксперимента доказы-

вают необходимость, как разработки новых 

методов исследования их релаксационных 

свойств и ползучести, так и создания на 

этой основе практических методик. Появ-

ление новых полимерных материалов с раз-

личными вязкоупругими свойствами обос-

новывает поиск новых математических мо-

делей указанных свойств и применение для 

исследований компьютерных методов об-

работки экспериментальной информации. 

Создание новых методов исследования ме-

ханических свойств полимерных материа-

лов способствует наиболее достоверному 

прогнозированию релаксационных процес-

сов и ползучести. 

Методы 

Для исследования релаксационных 

свойств и ползучести полимерных матери-

алов, наряду с традиционными моделями, 

предлагаются математические модели ре-

лаксации (изменение во времени напряже-

ния  , зависящего от деформации  ): 

 

( )
( )

0 ¥ ε
0

E -E A t
σ ε,t =E ε- ε 1+th ln

2 2 τ ε

   
      

   

,  (1) 

 

и ползучести (изменение во времени дефор-

мации  , зависящей от напряжения  ): 

 

( )
( )

0 ¥ σ

0 0 ¥

E -E Aσ t
ε σ,t = + σ 1+th ln

E 2E E 2 τ σ

   
      

   

,   (2) 

 

где t – время; E0 – модуль упругости; E
– 

модуль вязкоупругости, ( )  – время ре-

лаксации, как функция деформации; ( )  – 

время запаздывания, как функция напряже-

ния. 

Несомненным достоинством моделей 

(1) и (2) является то, что они содержат ми-

нимальное число параметров, имеющих 
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определенный физический смысл: 

- 
( )

0
t 0

, t
E lim

→

 
=


 – модуль упругости, 

характеризующий квазимгновенное значе-

ние модуля релаксации ( )
( ), t

E , t
 

 =


, то 

есть его значение в начале процесса релак-

сации; 

- 
( )

t

, t
E lim

→

 
=


 – модуль вязкоупруго-

сти, характеризующий квазиравновесное 

значение модуля релаксации, то есть его 

значение в конце процесса релаксации; 

- структурные параметры A
 и A

, ха-

рактеризующие скорость (интенсивность) 

процессов релаксации и ползучести; 

- время релаксации ( )  , характеризу-

ющее время прохождения половины про-

цесса релаксации при заданном значении 

деформации  ; 

- время запаздывания ( )  , характери-

зующее время прохождения половины про-

цесса ползучести при заданном значении 

напряжения  . 

Другим достоинством предлагаемых 

моделей релаксации (1) и ползучести (2) яв-

ляется то, что производные 
( )

( )( )
, t

ln t

 

  
 и 

( )

( )( )
, t

ln t

 

  
 рекуррентным образом выра-

жаются через параметры модели [7], что 

оптимальным образом сказывается как на 

упрощении дальнейших аналитических 

преобразований, так и на повышении точ-

ности определения вязкоупругих парамет-

ров-характеристик и, как следствие, на по-

вышении достоверности прогнозирования 

деформационных процессов [4] 

 

( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )0

, t
E E A , t 1 , t

ln t
 

 
= − −    −  

  
, (3) 
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( )( )
( ) ( )( )0
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, t E E
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E Eln t






  −
=    − 
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где  

( )
( )

A1 t
, t 1 th ln

2 2


   
   = +          

-    (5) 

функция релаксации, 

( )
( )

σA1 t
φ σ,t = 1+th ln

2 2 τ σ

   
      

   

-     (6) 

функция запаздывания, что упрощает 

аналитические преобразования. 

Математические модели релаксации и 

ползучести (1), (2) с нормированной функ-

цией в виде гиперболического тангенса (5), 

(6), кроме вышесказанного, имеют преиму-

щество перед другими известными матема-

тическими моделями при прогнозировании 

быстротекущих релаксационных процессов 

и быстротекущей ползучести. Данное об-

стоятельство вытекает из достаточно быст-

рой сходимости функций (5) и (6) к своим 

асимптотическим значениям по сравнению 

с другими известными математическими 

моделями и подтверждено сравнением рас-

четного прогнозирования с эксперимен-

тальными данными. 

Следует заметить, что выбор аналогов 

нормированных функций (5), (6) для моде-

лей механических свойств полимерных ма-

териалов осложняется тем, что нельзя апри-

орно отдать преимущество какой-то из них. 

Основным критерием для отбора служит 

эксперимент. Наличие нескольких норми-

рованных функций для моделирования поз-

воляет сделать оптимальный выбор и, тем 

самым, повысить надежность прогнозиро-

вания.  

При прогнозировании релаксационных 

процессов и процессов ползучести на ос-

нове известных интегральных соотноше-

ний Больцмана-Вольтерра [5] для повыше-

ния точности прогноза следует учитывать 

пластическую компоненту деформации 

.пл  в виде введения в определяющие урав-

нения вязкоупругости коэффициента обра-

тимости деформации  : 

 

полн ост

полн

 − 
 =


,                 (7) 

( )ост полнε =ε 1-η ,                (8) 
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где 
полн  – значение "полной" деформации, 

то есть перед снятием нагрузки; 
ост – зна-

чение "остаточной" деформации, то есть 

после снятия нагрузки. 

Коэффициент обратимости деформации 

  определяется экспериментально по де-

формационно-восстановительному про-

цессу на основе соотношения (8), которое 

получается из (7). 

 

 

Учет коэффициента обратимости де-

формации при прогнозировании процесса 

ползучести приводит к расчетной формуле 

для деформации [6]: 
 

( ) ( )прог полн1 t = −  + ,   (9) 
 

где прог  – прогнозируемое значение дефор-

мации; ( )t – значение деформации, вы-

численное по формуле: 

( ) ( ) ( )
( )

t

20

0 0 0

E E A A1 1
t t t 1 th ln d

E E E 4 2

  



  − 
 =  +  −  −         

 .              (10) 

 

Аналогично учет коэффициента обрати-

мости при прогнозировании процесса ре-

лаксации проводится по формуле [15] 

 

( ) ( ) ( )прог 0t 1 E t = + −  ,      (11) 

где прог  – прогнозируемое значение напря-

жения; ( )t – значение напряжения, вы-

численное по формуле [7]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

t

2

0 0

0

A A 1
t E t E E t 1 th ln d

4 2

 


  
 =  − −  −  −         

 .          (12) 

 

 
 

Рис. 1 

 

В качестве примера сложного режима 

деформирования можно привести процесс 

сложной ползучести, происходящий после 

квазимгновенного изменения нагрузки [8].  

На рис. 1 (деформационно-восстанови-

тельный процесс (1; 2) полиэфирной нити с 

полным разгружением (1'; 2') и со ступенча-

тым разгружением: (1"; 2") - снятие поло-

винной нагрузки; (1'"; 2'") - полное снятие 

нагрузки. Т = 40°С. Напряжение: 121 МПа 

(1), 146 МПа (2); 0 МПа (1'; 2'); 60,5 МПа 

(1"), 73 МПа (2"); 0 МПа (1'";2'").  - расчет 

точек линий 1";2") приведены два варианта 

такого изменения: деформационно-восста-

новительный процесс с полным 

разгружением и деформационно-восстано-

вительный процесс с частичным разгруже-

нием. Расчет указанных процессов прово-

дится по формулам (9), (10). 

 

 
 

Рис. 2 

 

Аналогично рассматривался сложный 

режим обратной релаксации, расчет кото-

рого проводится по формулам (11), (12). На 

рис.2 (процесс обратной релаксации поли-

эфирной нити с полным разгружением (- - -)  

и  со  снятием половинной нагрузки (——). 

Т = 40°С. * – расчет процесса с полным 
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разгружением; о – расчет процесса с поло-

винной разгрузкой) приведен пример та-

кого процесса с полной и с половинной раз-

грузкой [9].  

Точность прогнозирования как простых 

(при const =  или const = ), так и слож-

ных (при const   или const  ) деформа-

ционных процессов зависит не только от 

надежности определения вязкоупругих ха-

рактеристик и от выбора соответствующей 

математической модели релаксации или 

ползучести, но и от способа вычисления не-

собственных нелинейно-наследственных 

интегралов, входящих в формулы (10) и 

(12), обладающих сингулярной особенно-

стью.  

Предлагается несколько вариантов вы-

числения указанных несобственных инте-

гралов, отличающихся друг от друга спосо-

бами разбиения временной шкалы с учетом 

специфики прогнозируемого процесса и 

приводящие к оптимизации вычислитель-

ного процесса [10].  

Например, следует учитывать, что при 

прогнозировании активных (быстропроте-

кающих) процессов, характеризующихся 

ростом скорости деформирования, целесо-

образно проводить разбиение временной 

шкалы по возрастающей геометрической  

прогрессии – с целью наилучшего учета 

влияния квазимгновенного фактора дефор-

мирования в начале процесса, а при прогно-

зировании длительных процессов, характе-

ризующихся снижением скорости дефор-

мирования, целесообразно разбиение вре-

менной шкалы по убывающей геометриче-

ской прогрессии – с целью наилучшего 

учета длительных деформационных воз-

действий. 

В рамках предложенной математиче-

ской модели релаксации (11), (12) предла-

гаются методики выделения энергетиче-

ских компонент – упругой и вязкоупруго-

пластической составляющих механической 

работы деформирования [11]. 

Выделение вышеуказанных энергетиче-

ских компонент важно, например, при 

оценке эксплуатационных свойств матери-

ала. Чем большее значение имеет упругая 

компонента по сравнению с вязкоупруго-

пластической, тем материал более износо-

стойкий. И наоборот, материалы с преобла-

данием вязкоупругопластической энерге-

тической компоненты целесообразно ис-

пользовать, например, при конструиро-ва-

нии ударозащитных конструкций, где 

важна способность материала гасить вред-

ные ударные воздействия, а сохранение 

формы материала не столь важно. 

Разработаны методики оптимального 

выбора математической модели из предло-

женных вариантов. Оптимизация такого вы-

бора основана на применении интегральных 

критериев релаксации и ползучести, полу-

ченных из уравнений нелинейно-наслед-

ственной вязкоупругости (10), (12) [12]: 

 

( ) ( )
( )E ,

, t , t min
t

E D D d 1o
0

  
  −  →


+ − ,   (13) 

( ) ( )
( )D ,

, t , t min
t

D E E d 1o
0

  
  −  →


+ − .  (14) 

 

Чем удачнее выбор интегральных ядер, 

тем меньше отклонение функций [25] 

 

( )
( ) ( )

( )D ε,θt
χ ln = σ,t σ,t-θ

τ σ θ

t
E D + D dθo

0

  
    

 ,  (15) 

( )
( ) ( )

( )D ,t
ln , t , t

t
D E E do

0

    
 =   −      

+  ,  (16) 

 

от "единицы": 

Критерии оптимальности выбора мате-

матической модели вязкоупругости (13), 

(14) можно использовать для численного 

нахождения оптимального ядра релаксации 

по заданному ядру запаздывания и наобо-

рот, нахождению оптимального ядра запаз-

дывания по заданному ядру релаксации 

[13].  

Данная задача для случая нелинейной 

вязкоупругости в аналитическом виде не 

решена. Сложность решения указанной за-

дачи при нелинейности вязкоупругих 

свойств полимерных материалов объясня-

ется необходимостью учета активирую-

щего влияния приложенной деформации и 

нагрузки на времена релаксации и запазды-

вания. Указанное влияние зависит от мно-

гих факторов – компонентного состава, 

внутренней структуры полимерных мате-
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риалов, температуры и т.д. Учет активиру-

ющего влияния деформации и нагрузки на 

ускорение процессов релаксации и ползу-

чести возможен только при компьютерной 

обработке экспериментальных данных [14]. 

Условия (13), (14) позволяют также кон-

тролировать степень точности определения 

вязкоупругих параметров-характеристик и 

степень надежности прогнозирования ре-

лаксационных процессов и процессов пол-

зучести. Рассмотренные критерии могут 

также использоваться для подтверждения 

достоверности определения среднестати-

стических времен релаксации и запаздыва-

ния, которые не подлежат непосредствен-

ному определению из эксперимента, а 

определяются только как параметры мо-

дели [15]. 

Времена релаксации и запаздывания ха-

рактеризуют времена перехода "релаксиру-

ющих" или "запаздывающих" частиц из од-

ного устойчивого состояния в другое. Ха-

рактер таких переходов может быть раз-

личный и обусловлен как строением поли-

мера, так и величиной приложенной 

деформации или нагрузки. В одних случаях 

он объясняется конформационными пере-

ходами внутри макромолекулы полимера, 

когда меняется ее форма. В других случаях 

происходят сдвиги макромолекул друг от-

носительно друга и т.д. [16]. 

Для построения обоснованных матема-

тических моделей релаксации и ползучести 

полимерных материалов полезно иметь 

представление о спектрах релаксации H  и 

запаздывания Q , то есть о распределениях 

релаксирующих или запаздывающих ча-

стиц по собственным временам релаксации 

или запаздывания [6]. Форма спектров ре-

лаксации и запаздывания для случая мате-

матической модели (1), (2) определяется со-

ответственно структурными коэффициен-

тами A
 и A

. Например, спектры релак-

сации и запаздывания полиэфирной нити 

показаны на рис. 3 (форма спектра времен 

релаксации полиэфипной нити, Т = 40°С) и  

рис. 4 (форма спектра времен запаздывания 

полиэфипной нити, Т = 40°С) [17]. 

 

   
 

                                                        Рис. 3                                                                      Рис. 4 

 

Следует заметить, что в первом прибли-

жении спектры времен релаксации 1H  и 

спектры времен запаздывания 1Q  пред-

ставляют собой производные по логариф-

мическо-временной шкале от нормирован-

ных функций релаксации (5) и запаздыва-

ния (6) соответственно. С учетом формул 

(3), (4), получаем [18] 

 

( )1 t t t
H A 1   =

=  − ,         (17) 

( )1 t t t
Q A 1   =

=  − .        (18) 

 

Имея представление о форме спектров 

релаксации и запаздывания, можно инте-

грированием получить соответствующую 

нормированную функцию – основу матема-

тической модели вязкоупругих свойств [19]. 

Для последующих приближений спек-

тров релаксации kH  и спектров запаздыва-

ния kQ  была получена рекуррентная фор-

мула, а в ходе исследования было показано, 

что приближения спектров достаточно 

быстро сходятся к своим предельным зна-

чениям H  и Q  соответственно, что харак-

теризует устойчивость выбранной матема-
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тической модели вязкоупругости на основе 

гиперболического тангенса [20]. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Разработанные методики носят универ-

сальный характер, они применимы для ис-

следования релаксационных свойств и пол-

зучести широкого класса полимерных ма-

териалов, применяемых как в текстильной 

и легкой промышленности, так и в других 

отраслях техники. 

Таким образом: 

1. Предлагается критерий оптимального 

выбора нормированной функции – основы 

математической модели релаксационных 

свойств и ползучести полимерных матери-

алов в зоне неразрушающих механических 

воздействий, позволяющей наиболее до-

стоверно описывать релаксационные про-

цессы и процессы ползучести. 

2. Разработаны методики определения 

характеристик релаксации и ползучести, а 

также расчетного прогнозирования кратко-

временных и длительных релаксационных 

процессов и процессов ползучести поли-

мерных материалов на основе математиче-

ской модели с нормированной функцией 

гиперболический тангенс, оптимально учи-

тывающие характер нелинейности про-

цесса. 

3. Предлагаются методики расчета 

упругой и вязкоупругопластической энер-

гетической компоненты механической ра-

боты деформирования. 

4. Разработаны методики учета необрати-

мого псевдопластического компонента де-

формации, повышающие надежность про-

гнозирования сложных режимов релаксации 

и ползучести полимерных материалов. 

5. В рамках построенных математиче-

ских моделей релаксации и ползучести по-

лимерных материалов на основе гипербо-

лического тангенса разработаны методики 

определения спектров времен релаксации и 

спектров времен запаздывания. Показано, 

что формы указанных спектров характери-

зуются только параметрами интенсивности 

процессов релаксации и ползучести.  

6. Разработанные методики определе-

ния параметров-характеристик релаксации 

и ползучести, а также прогнозирования 

процессов релаксации и процессов ползу-

чести полимерных материалов позволяют 

решать задачи технологической направлен-

ности по отбору материалов, обладающих 

оптимальными характеристиками с точки 

зрения эксплуатационных свойств. 

7. Применение разработанных методик 

прогнозирования нелинейно-наследствен-

ной релаксации и нелинейно-наследствен-

ной ползучести к большой группе полимер-

ных материалов позволяет сделать вывод 

об универсальности построенной теории и 

разработанных методик, а также рекомен-

довать их использование в материаловедче-

ских исследованиях для изучения вязко-

упругих свойств широкого круга перспек-

тивных полимерных материалов техниче-

ского назначения в различных отраслях 

народного хозяйства. 
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