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Работа посвящена моделированию многофазных жидких сред под воздей-

ствием внешнего периодического возмущения. В частности, предложена 

математическая модель механоактивации многофазных сред с использова-

нием роторных систем, содержащих рабочие органы в виде труб перемен-

ного сечения. Получена система уравнений движения многофазной среды и 

уравнение возмущающего периодического воздействия. На основе матема-

тической модели синтезирована имитационная модель, позволяющая вы-

полнить оптимизацию параметров процесса механической активации в за-

висимости от реологических и физических параметров компонентов много-

фазной системы. Приведены визуализированные результаты имитацион-

ного моделирования для трехфазной системы «несущая жидкость-газ-твер-

дые частицы». Результаты моделирования трехфазной системы позво-

ляют оптимизировать процесс механоактивации путем решения соответ-

ствующих уравнений из основной системы уравнений математической мо-

дели. Численное решение разработанной имитационной модели по входным 

параметрам компонентов многофазной системы является основой пара-

метрической и режимной оптимизации механоактиватора. 

 

The work is devoted to modeling multiphase liquid media under the influence of 

an external periodic disturbance. In particular, a mathematical model of mechani-

cal activation of multiphase media using rotor systems containing working bodies 

in the form of pipes of variable cross-section is proposed. A system of equations of 

motion of a multiphase medium and an equation of disturbing periodic action are 

obtained. Based on the mathematical model, a simulation model has been synthe-

sized  allowing optimization of the parameters of the mechanical activation process 

depending on the rheological and physical parameters of the components of the mul-

tiphase system. Visualized results of simulation modeling for a three-phase system 

“carrying liquid-gas-solid particles” are presented. The results of modeling a three-

phase system make it possible to optimize the process of mechanical activation by 

solving the corresponding equations from the main system of equations of the math-

ematical model. The numerical solution of the developed simulation model based on 

the input parameters of the multiphase system components is the basis for the para-

metric and regime optimization of the mechanical activator. 
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Потребительские свойства текстильных 

изделий в значительной степени зависят от 

качества их заключительной отделки. Од-

ной из операций облагораживания тканей 

является колорирование текстильных мате-

риалов водонерастворимыми красителями 

(кубовыми, дисперсными, пигментами). 

Колорирующая композиция на их основе 

представляет собой классический пример 

коллоидной дисперсной системы, а каче-

ство окраски тканей зависит от степени 

дисперсности красителя. 

Высокая степень дисперсности частиц 

красителя обеспечивает легкость проникно-

вения его в капиллярно-пористую структуру 

(КПС) ткани, образующих ее волокон, что 

обеспечивается использованием процесса 

механоактивации коллоидной колорирую-

щей системы перед ее применением. 

Существенное влияние на качество и аг-

регативную устойчивость колорирующих 

композиций оказывает технологическое 

оборудование для их приготовления [1…3]. 

Аппаратурное оформление для получения 

материалов высокой дисперсности характе-

ризуется наличием ограниченного количе-

ства энерго- и металлоемких устройств [3]. 

Как показали собственные исследования, 

перспективным направлением получения 

стабильных во времени многофазных сред 

является применение роторных механоак-

тиваторов, вращающихся в вертикальных 

заполненных аппаратах [2]. Механоактива-

тор состоит из ступицы, закрепляемой на 

вращающемся валу, на которой по пери-

метру расположены стойки с рабочими ор-

ганами [4]. Рабочие органы представляют 

собой трубы различной конфигурации. 

Во многих технологических процессах, 

таких как перемешивание и диспергирова-

ние, особый интерес представляет опреде-

ление закономерностей рассматриваемого 

процесса. Одними из таких закономерно-

стей являются скорость несущей среды и 

мелкодисперсных фаз, радиусы газовых пу-

зырей, а также внутреннее давление несу-

щей среды [4]. 

Задача равномерного диспергирования 

несмешивающихся или плохо смешиваю-

щихся компонентов на этапе проектирова-

ния технологического процесса и оборудо-

вания для его осуществления является пер-

спективной для многофазных сред и, в 

частности, для трехкомпонентных сред 

«жидкость-газ-твердая фаза». Получение 

устойчивых многофазных сред имеет ряд 

сложностей [5]:  

- равномерность распределения в несу-

щей жидкости мелких газовых пузырей 

усложняется их стремлением группировать-

ся между собой, увеличиваясь в размерах; 

- твердые частицы малых размеров, 

даже заранее равномерно распределенные в 

объеме жидкости, благодаря своей разви-

той поверхности имеют тенденцию коагу-

лироваться в локальные скопления. 

Особый интерес представляет разра-

ботка математических моделей для описа-

ния процесса механоактивации многофаз-

ной жидкой системы роторными устрой-

ствами с различными типами рабочих орга-

нов. Математические модели позволяют 

синтезировать имитационную модель про-

цесса механоактивации с целью определе-

ния оптимальных режимов работы обору-

дования с заданными исходными парамет-

рами многофазной среды. В качестве много-

фазной среды будем рассматривать си-

стему «жидкость-газ-твердая фаза». Воз-

можно рассмотрение и двухфазных сред 

«жидкость-газ» или «жидкость-твердые ча-

стицы» с решением соответствующих урав-

нений основной системы уравнений мате-

матической модели. 

Жидкость в многофазной системе явля-

ется несущей средой, в которой находятся 

твердые частицы и сферические пузырьки 

газа. Математическое описание движения 

базируется на использовании концепции 

газодинамики взаимопроникающих движе-
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ний сжимаемых сред [6, 7]. При этом ис-

пользуется ряд допущений: 

- размеры частиц предполагаются мень-

шими минимального расстояния между 

ними и взаимодействие между включени-

ями (частицами) отсутствует; 

- минимальное расстояние между части-

цами принимается значительно меньше 

расстояния, на котором существенно изме-

няются кинематические и динамические 

характеристики течения; 

- несущая жидкость считается идеаль-

ной, ее вязкость учитывается при описании 

процессов межфазного взаимодействия и 

свойства сжимаемости. Гидростатическое 

давление р принимается общим и завися-

щим лишь от истинной плотности 0

2  несу-

щей среды и скорости звука в ней (условие 

баротропности); 

- в каждой точке пространства системы 

истинные плотности 0

i  каждой из фаз 

(i=1, 2, 3) определяются по удельным пока-

зателям как суммарная масса каждой из фаз. 

Кроме того, задаются векторы скоростей vi 

каждой из фаз, определяемые как отноше-

ние количества движения каждой из фаз в 

единице объема среды к средней плотности 

соответствующей фазы системы.  

С учетом вышесказанного математиче-

ское описание для каждой рассматривае-

мой трехфазной среды многофазной си-

стемы уравнения движения должно вклю-

чать: уравнения неразрывности (сплошно-

сти) потока, уравнения сохранения им-

пульса и уравнение возмущающего вибра-

ционного воздействия. 

 Первое уравнение системы для каждой 

из трех фаз можно представить в виде си-

стемы дифференциальных уравнений не-

разрывности (сплошности) потока [4]: 
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где i  плотность i-й фазы, кг/м3; iv  ско-

рость i-й фазы, м/с (величины с индексом 1 

относятся к фазе газовых пузырей, с индек-

сом 2 – к фазе несущей среды, с индексом 3 – 

к твердой фазе). 

Для установившегося движения сжима-

емой жидкости )v(div 22 =0. 

Второе уравнение сохранения импульса 

для каждой фазы представим в виде си-

стемы [4]: 
 

,

,QK
ρ

1
р

ρ

1

t

v

QK
ρ

1
р

ρ

1

t

v

,QK
ρ

1
р

ρ

1

t

v

3

1j

3j3

3

0

3

3

3

1j

2j2

1

0

2

2

3

1j

1j1

1

0

1

1











































     (2) 

 

где 0

i   истинная плотность материала, кг/м3; 

Kji  функции межфазного взаимодействия, Н; 

Qi – внешняя массовая сила, отнесенная к 

единице массы i-й фазы, м/с2. 

Функции межфазного взаимодействия Kji 

учитывают силовое взаимодействие со сто-

роны j-й фазы на i-ю и также обратные 

силы, действующие со стороны частиц на 

несущую среду. Функции Kji можно аппрок-

симировать, считая, что они представляют 

собой сумму двух слагаемых: силы трения 

между фазами системы и силы, обусловлен-

ной эффектом присоединенной массы [4]: 

 

0ji mFK  ,                  (3) 

 

где  F  – сила лобового гидравлического со-

противления частицы (формула Стокса), Н; 

0m  – эффект присоединенных масс, кг. 

Сила лобового сопротивления частицы 

зависит от величины критерия Рейнольдса: 

- при ламинарном режиме потока в ме-

ханоактиваторе или Re<100 

 

,vr6F                    (4) 

 

где r – радиус частицы, м;   – динамическая 

фаза несущей среды, Па·с; v – скорость ча-

стицы, м/с; 

- при турбулентном режиме в механо-

активаторе или Re>100 
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где 
wс  – коэффициент сопротивления; 2 – 

плотность несущей среды, кг/м3. 

Коэффициент сопротивления среды 

движущейся твердой частице определяется 

экспериментально и однозначно зависит от 

значения критерия Re. Формулы для рас-

чета 
wс  приведены в работе [8]. 

Эффект присоединенных масс для сфе-

рической частицы 

 

3

20 r
3

2
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Окончательно функции межфазного 

взаимодействия для рассматриваемого 

нами случая с учетом (4) и (6) примут вид: 
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Аналогично получают уравнение меж-

фазного взаимодействия для турбулент-

ного режима функционирования механоак-

тиватора, однако вместо формулы (4) целе-

сообразно использовать формулу (5). 

Уравнение возмущающего вибрацион-

ного воздействия на жидкую систему, со-

держащую газовые пузыри, получено в ра-

боте [5]: 
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Таким образом, уравнения движения 

рассматриваемой трехфазной среды могут 

быть записаны в виде [5, 6]: 
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где γ – динамическая вязкость несущей 

среды, Па·с; р0 – давление внутри пузырь-

ков, Па; σ – коэффициент поверхностного 

натяжения на границе несущей жидкости и 

пузырьков газа, Н/м. 

При решении системы уравнений необ-

ходимо учесть, что
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Внешние массовые силы Qi, приложен-

ные к единице массы i-й фазы, обусловлены 

действием гравитации и внешними перио-

дическими воздействиями, зависящими от 

времени t. Природа внешних массовых сил 

представляет собой импульсную реакцию 

выбрасываемой жидкости из рабочего ор-

гана механоактиватора, возникающую при 

вращении его ротора и вызывающую гар-

монические колебания компонентов много-

фазной системы. Закон движения твердой 

частицы, подвергающейся периодическим 

возмущением, можно представить в виде 

уравнения [9] 

 

B

2

3 FcosmAmgxmQ   ,   (10) 

 

где m – масса частицы, кг; x – смещение ча-

стицы, м; g – ускорение свободного паде-

ния, м/с2; A – амплитуда колебаний жидко-

сти, м; ω – угловая частота, рад; φ – угол, 

рад; FB – выталкивающая сила, Н. 

Если твердая частица находится во взве-

шенном состоянии и x  = 0, тогда   

 

0FcosmAmg B

2  .        (11) 

 

Флотация твердой частицы произойдет 

при определенном соотношении ампли-

туды, частоты и выталкивающей силы, 

определить которые можно по уравнению 
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Поскольку gm/FB  , минимальное ус-

корение, при котором происходит отрыв час-
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тицы от днища аппарата, будет при cos =±1, 

т. е. в моменты, когда 

 

gA 2  .                   (13) 

 

Выполним синтез математической 

блочной модели в среде MATLABSimulink, 

используя уравнения (1)…(13). Общий вид 

модели приведен на рис. 1. 

 

 
 

 Рис. 1 

 

Функциональные зависимости имитаци-

онной модели определяются элементами, 

входящими в ее структуру, и включают в 

себя четыре блока. Блок 1 задает периоди-

ческое возмущение многофазной среды. С 

помощью этого блока можно изменять та-

кие параметры системы, как частоту, ам-

плитуду, смещение и фазу колебательного 

возмущения. В блоке 2 задаются константы 

и исходные данные процесса механоакти-

вации. Расчеты констант, входящих в си-

стему уравнений (9), выполняются в от-

дельной подпрограмме и подгружаются в 

имитационную модель для выполнения вы-

числений кинематических параметров: ско-

ростей и перемещений несущей фазы, газо-

вых пузырей и твердых частиц. 

Блок 3 представляет собой подпро-

грамму, описываемую алгоритмом для ре-

шения системы уравнений (9). В этом блоке 

выполняется определение выходных пара-

метров модели системы.  

Вывод численных результатов расчета 

осуществляется в блоке 4 с их визуализа-

цией в виде графических зависимостей во 

времени. По визуализированным результа-

там имитационной математической модели 

в 4 блоке получены зависимости движения 

сред при периодическом возмущающем 

воздействии. 

В качестве исходных параметров иссле-

дуемого процесса задавались следующие 

величины: r1=0,002 мм, r3=0,003 мм, 

µ=0,00101 Па·с, ρ1=1,27 кг/м3, 

ρ2=1000 кг/м3, ρ3=1600 кг/м3. 

Визуализированные результаты имитаци-

онного моделирования приведены на рис. 2. 
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Рис. 2 

 

 

Из рис. 2 следует, что под воздействием 

периодических возмущений многофазная 

система, включающая в себя «несущую 

жидкость-газовые пузырьки-твердые час-

тицы», совершает гармонические колеба-

тельные движения. На рис. 2, а показано 

колебание свободной поверхности несущей 

жидкости и ее скорости, а на рис. 2, б  

колебательное перемещение твердой фазы 

и изменение ее скорости. Параметры коле-

бательных движений каждой из сред 

зависят от физических свойств среды и 

параметров возмущающего воздействия, 

оказываемого на многофазную систему. 

Изменяя амплитуду и частоту периоди-

ческого возмущения, можно добиться 

перемещения частиц твердой фазы на опре-

деленную высоту в аппарате с дальнейшим 

их отбором либо осаждением. 

По результатам имитационного модели-

рования сделаны следующие заключения: 

- при внешнем периодическом воздей-

ствии на многофазную среду компоненты, 

входящие в ее структуру, совершают коле-

бательные движения; 

- амплитуда и скорость компонентов и 

несущей жидкости зависят от возмущаю-

щего воздействия на многофазную систему 

в целом; 

-  определение амплитуды, частоты и 

смещения в уравнении (13) позволит спро-

гнозировать кинетику поведения компо-

нентов многофазной системы в несущей 

среде. 

 

В Ы В О Д Ы 

 

Синтезированная имитационная модель 

позволяет выполнить оптимизацию пара-

метров процесса механоактивации двух-, 

трех- и n-фазных систем путем решения со-

ответствующих уравнений в основной си-

стеме уравнений математической модели.   

Анализ синтезированной имитационной 

модели при исходных свойствах компонен-

тов многофазной системы позволяет опре-

делить параметры процесса механоактива-

ции как основы параметрической и режим-

ной оптимизации механоактиватора. 
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