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В статье приведены результаты анализа и математического модели-

рования кривых контакта валков двухвалкового модуля. Получены частные 

математические модели кривых контакта валков для случаев, когда обра-

батываемый материал упругий, упруговязкий и пластичный. Выявлено, 

что математические модели кривых контакта валков при любых значени-

ях соотношений скоростей деформирования контактирующих тел в зоне 

контакта имеют одинаковый вид. 

 

The results of the analysis and mathematical modeling of the roll contact 

curves in a two-roll module are presented in the article. Particular types of mathe-

matical models of roll contact curves are obtained for the cases when the material 

being processed is absolutely elastic, elastic-viscous, and plastic. It is revealed that 

the mathematical models of roll contact curves for any values of the ratios of the 

deformation rates of the contacting bodies in the contact zone have the same ap-

pearance. 
 

Ключевые слова: валковые машины, двухвалковый модуль, кривые 

контакта валков, моделирование кривых контакта валков. 
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Валковые механизмы являются неотъ-
емлемой частью большинства технологи-

ческого оборудования текстильной и лег-
кой промышленности. Базовым элементом 
валковых технологических машин являет-

ся двухвалковый модуль, образуемый па-
рами рабочих валков и обрабатываемым 

материалом. Любой технологический про-
цесс в валковых машинах осуществляется 
в их двухвалковом модуле в результате 

контактного взаимодействия обрабатывае-
мого материала с парами рабочих валков. 

При этом обращает на себя особое внима-
ние двухвалковый модуль, где валки по-
крыты эластичными материалами. В таком 

двухвалковом модуле обрабатываемый ма-
териал взаимодействует с покрытиями 

валков по так называемым кривым контак-
та валков. По кривым контакта валков пе-
редаются силы на обрабатываемый мате-

риал, следовательно, по ним распределя-
ются контактные напряжения. Поэтому ма-
тематические модели кривых контакта вал-

ков имеют большое значение при силовом 
анализе валковых механизмов [1…3].   

Явление контактного взаимодействия в 
валковых механизмах аналогично явлению 
качения колеса по грунту [4…5]. Вопросу 

взаимодействия эластичного колеса с де-
формируемым грунтом посвящено доста-

точное количество работ [6…9], в которых 
линии контакта колеса с грунтом изобра-
жаются различными линиями, описывают-

ся различными формулами, однако область 
применения этих формул остается невыяс-

ненной. Например, в работе [7] форма ли-
нии контакта колеса с грунтом отобража-
ется уравнениями вида усеченного круга, 

эллипса и полинома третьей степени, где 
не указывается область применения ни од-

ного из них. 
О взаимодействии контактирующих тел 

(обрабатываемого материала и эластично-

го покрытия валка) в двухвалковом модуле 
судят по направлению изменения их тол-

щины в зоне контакта. Одни авторы счи-
тают, что изменение толщины контакти-
рующих тел в каждой точке зоны контакта 

происходит по направлению, перпендику-
лярному направлению движения обрабаты-

ваемого материала (параллельно оси Oy ) 

[6…7, 10], а другие ‒ по радиальному 
направлению к оси валка (по радиусу r ) 

[8, 9, 11]. 
Исследования показывают, что матема-

тическое моделирование явления контакт-

ного взаимодействия в двухвалковом мо-
дуле неизбежно связано с анализом скоро-

стей деформирования контактирующих 
тел [4]. Ранее авторы получили уравнения 
кривых контакта валков, считая соотноше-

ние скоростей деформирования контакти-
рующих тел постоянным [12, 13].  

Данная работа посвящена анализу вли-
яния соотношения скоростей деформиро-
вания контактирующих тел на вид кривых 

контакта валков. 
Анализируем кривые контакта валков 

симметричного двухвалкового модуля в 
двух вышеуказанных случаях. При этом 
рассматриваем явление контактного взаимо-

действия в верхней части двухвалкового 
модуля относительно линии симметрии. 
Сначала считаем, что изменение толщины 

контактирующих тел в каждой точке зоны 

контакта происходит параллельно оси Oy . 

Кривая контакта валка состоит из зоны 

сжатия и восстановления, разделенной 
точкой B , лежащей на линии, соединяю-
щей центры валков.  

 

 
 

Рис. 1 

 
В зоне сжатия возьмем точку M , опре-

деляемую полярными координатами r  и  , 

при этом ,01    где 1  угол захвата 

(рис. 1). 



№ 1 (415) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2025 195 

Согласно рис. 1 в точке M  толщины 
обрабатываемого материала и покрытия 

валка изменяются как 
 

,coscos 11  Rrh м        

,cos)(1 rRh в                    (1) 

 

где R радиус валка. 
Из равенств (1) имеем 
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где 1 толщина обрабатываемого материа-

ла; H толщина покрытия валка; 

,
dt

d м 
dt

d в  скорости деформирования кон-

тактирующих тел валка при сжатии. 

Сделаем обозначения: 
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Отсюда находим 
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где   
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Интегрированием равенства (4) получим  
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где C постоянная интегрирования, опре-
деляемая по граничному условию: 
 

Rr  , когда 
11   .           (6) 

 

Для рассматриваемого валкового модуля 

 10 k .  

Рассмотрим предельные случаи взаимо-
действия контактирующих тел в двухвал-

ковом модуле. 

Пусть 01 k . В этом случае валок не 

деформируется, то есть он не имеет эла-
стичного покрытия. Тогда из равенства (5) 

и условия (6) следует 
 

Rr  .                         (7)    
 

Пусть 1k . В этом случае обраба-

тываемый материал не деформируется, то 

есть его толщина в зоне контакта не меня-
ется.  

Тогда из равенства (5) и условия (6) 

следует 
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В общем случае 1k  является функцией 

времени, следовательно, угла .1   

В качестве примера считаем .cos 11 k  
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После интегрирования и определения 

постоянной интегрирования по условию 
(6) имеем 
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Разложив логарифмическую функцию в 

ряд и ограничиваясь в первом приближе-
нии первым членом разложения, находим 
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Пусть constk 1
. Тогда из равенства (5) 

следует 
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Отсюда с использованием условия (6) 

находим 
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По аналогии с (10) находим для зоны 
восстановления 
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где ,
2

2

2

2 k
H

n


 2  угол, определяющий 

конечную точку кривой контакта; 2  

толщина обрабатываемого материала при 

выходе из зоны контакта; 2k  – соотноше-

ние скоростей деформирования обрабаты-

ваемого материала и покрытия валка при 
восстановлении. 

Формулы (7)...(11) получили, считая, что 
изменения толщины контактирующих тел 
в каждой точке зоны контакта происходят 

параллельно оси Oy .  

Теперь считаем, что изменения толщины 
контактирующих тел в каждой точке зоны 

контакта происходят по радиусу r  

(рис. 1). В этом случае в точке M толщины 
контактирующихся тел изменяются как  
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Тогда из равенства (3) с учетом выра-

жения (12) находим 
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где C  постоянная интегрирования, опре-
деляемая по условию (6). 

Из интеграла (13) с учетом условия (6) 
получим уравнения кривых контакта вал-

ков двухвалкового модуля в предельных 
случаях: 

– когда валок не имеет эластичного по-
крытия: 

 

Rr  ;                            (14)    
 

– когда в двухвалковом модуле обраба-
тываемый материал не деформируется: 
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После интегрирования с учетом усло-
вия (6) получим 
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или после разложения логарифмической 
функции в ряд и преобразований 
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Когда constk 1 , из равенства (13) 
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или с учетом граничного условия (6) 
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По аналогии равенства (11) имеем 
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Формулы (14)...(18) получили, считая, 
что изменения толщины контактирующих 

тел в каждой точке зоны контакта проис-
ходят по радиусу r . Они совпадают с 
формулами (7)…(11). 

Следовательно, кривые контакта валков 
описываются одинаковыми формулами 

при любых значениях соотношений скоро-
стей деформирования контактирующих 

тел ( 1k  и 2k ).  

Формулы (17) и (18) также совпадают с 

ранее полученными в работах [12, 13] 

формулами при constk 1 . Следовательно, 

можно сказать, что кривые контакта вал-

ков описываются одинаковыми формула-
ми независимо от направления изменения 

толщины обрабатываемого материала.   
Из анализа формул (17), (18) следует, 

что на модель кривой контакта валков вли-

яют в первую очередь деформационные 
свойства контактирующих тел. Деформа-

ционные свойства обрабатываемого мате-
риала следует характеризовать кривой 
сжатия при взаимодействии с покрытием 

валка и линией, определяющей восстанов-
ление его деформации [10]. Кривая сжатия 

при этом будет нелинейной [7], следова-
тельно, кривая контакта валков описывает-
ся при сжатии по формуле (17). Кривая 

восстановления зависит от характера мате-
риала: он может быть упругим (абсолют-

но), упруговязким и пластичным [10].  

В первом случае 12 nn  , обрабатывае-

мый материал при выходе из зоны контак-
та полностью восстановит свою форму и 

12   , поэтому из формулы (18) следует 
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Во втором случае 12 nn  , обрабатыва-

емый материал при выходе из зоны кон-
такта частично восстановит свою форму и 

12   ,  следовательно, для определения 

2r  используем формулу (18).  

В третьем случае 2n , обратной 

деформации обрабатываемого материала 

не будет, значит, из формулы (18) следует

  

 





cos

cos 2R
r  ,  20    .         (20) 

 
Таким образом, кривая контакта валков 

состоит из двух частей: первая из кривой, 

описываемой формулой (17), а вторая из 
кривой, описываемой по одной из формул 

(18), (19) и (20). При этом все графики 
кривых лежат между графиками кривых  





cos

cosR
r   и Rr  . 
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В Ы В О Д Ы  
 

 1. Установлено, что математические 

модели кривых контакта валков при лю-
бых значениях соотношений скоростей 

деформирования контактирующих тел в 
зоне контакта имеют одинаковый вид.  

2. Выявлено, что математические моде-

ли кривых контакта валков не зависят                
от направления изменения толщины обра-

батываемого материала.   
3. Получены частные математические 

модели кривых контакта валков для случа-

ев, когда обрабатываемый материал упру-
гий, упруговязкий и пластичный.  
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