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Рассматривается процесс фракционирования (сепарации) сыпучих сред 

на вибрирующей металлической тканой сетке полотняного переплетения. 

В работе предложена редуцированная стохастическая модель процесса, ос-

нованная на аппарате дискретных цепей Маркова. Модель учитывает три 

ключевых механизма переноса частиц в виброожиженном слое: сегрегацию, 

диффузионное перемешивание и прохождение частиц через просеивающую 

поверхность. Введен параметр, характеризующий интенсивность просеи-

вания, рассматриваемый как функция времени. Его идентификация выпол-

нена на основе данных вычислительного эксперимента, реализованного ме-

тодом дискретных элементов (DEM). В отличие от традиционных моделей 

с постоянными параметрами, предложенный подход позволяет учитывать 

нестационарный характер процесса. Показано, что учет временной измен-

чивости скорости просеивания способствует более согласованному описа-

нию кинетики извлечения частиц по сравнению с моделью с постоянным 

параметром. Разработанная модель обеспечивает получение как интеграль-

ных, так и локальных характеристик процесса при существенно меньших 
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вычислительных затратах по сравнению с DEM. Предложенный подход мо-

жет быть использован для инженерного анализа и оптимизации процессов 

вибрационного фракционирования. Перспективы дальнейших исследований 

связаны с экспериментальной валидацией модели. 

 

The fractionation (separation) of bulk solids on a vibrating metal mesh with a 

plain weave is considered. A reduced stochastic model of the process based on the 

apparatus of discrete Markov chains is proposed. The model takes into account three 

key mechanisms of particle transport in a vibrating fluidized bed: segregation, 

diffusive mixing, and particle passage through the sieving surface. A parameter 

characterizing the sieving intensity, considered as a function of time, is introduced. 

Its identification is  based on data from a computational experiment implemented 

using the discrete element method (DEM). In contrast to traditional models with 

constant parameters, the proposed approach allows for the non-stationary nature of 

the process. It is shown that taking into account the time variability of the sieving 

rate provides a more consistent description of the particle extraction kinetics 

compared to the model with a constant parameter. The developed model allows 

obtaining both integral and local characteristics of the process at significantly lower 

computational costs compared to DEM. The proposed approach can be used for 

engineering analysis and optimization of vibratory fractionation processes. 

Prospects for further research are associated with experimental validation of the 

model. 

 

Ключевые слова: вибрационное фракционирование, сыпучие матери-

алы, цепи Маркова, DEM, стохастическое моделирование, кинетика просе-

ивания. 

 

Keywords: vibration fractionation, bulk materials, Markov chains, DEM, 

stochastic modeling, sifting kinetics. 
 

Введение 

Рассматривается процесс фракциониро-

вания сыпучих сред на вибрирующей ме-

таллической тканой сетке полотняного пе-

реплетения с квадратными ячейками, кон-

структивной особенностью которой явля-

ется переплетение проволок основы и утка 

через одну проволоку. Сетка характеризу-

ется размером стороны ячейки в свету и 

диаметром проволоки. За размер стороны 

ячейки в свету принимается расстояние 

между соседними проволоками основы или 

утка. Металлические сетки для просеива-

ния сыпучих материалов – это незамени-

мые инструменты в химической, строи-

тельной, горнорудной, пищевой и фарма-

цевтической промышленности [1]. Они слу-

жат главным рабочим органом грохотов, 

вибросит и лабораторных рассевов, обеспе-

чивая разделение частиц по крупности. 

Эффективность разделения определя-

ется сложным взаимодействием свойств ча-

стиц, структуры слоя и параметров вибра-

ционного воздействия. При воздействии 

вибрации слой сыпучего материала перехо-

дит в состояние, близкое к виброожижен-

ному, в котором одновременно протекают 

процессы направленного перемещения ча-

стиц (сегрегации) и их случайного переме-

шивания (диффузии). Эти процессы опре-

деляют вероятность достижения частицами 

просеивающей поверхности и их последу-

ющего прохождения через отверстия сита. 

В настоящее время для математиче-

ского описания процесса фракционирова-

ния используются три основных подхода: 

дискретный (метод дискретных элементов 

DEM); континуальный (уравнение Фоккера 

– Планка – Колмогорова); стохастический 

(цепи Маркова).  
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Континуальные модели позволяют опи-

сывать перенос частиц в виде конвективно-

диффузионного процесса, используя урав-

нение: 
 

 
𝜕𝑐(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= −

𝜕

𝜕𝑥
(𝑐(𝑥, 𝑡)𝑉) +

𝜕

𝜕𝑥
𝐷

𝜕𝑐(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
,    (1) 

 

где D – коэффициент макродиффузии; V – 

скорость сегрегации; c(x,t) – концентрация 

частиц рассматриваемого компонента по 

пространству внутри виброожиженного слоя.  

Однако применение уравнения (1) в ин-

женерных расчетах ограничено сложно-

стью получения аналитических решений 

для нестационарных режимов. 

      Дискретные методы, напротив, обла-

дают высокой точностью, но характеризу-

ются значительной вычислительной трудо-

емкостью.  

В этой связи представляется целесооб-

разным использование редуцированных 

стохастических моделей, способных вос-

производить основные кинетические зако-

номерности процесса при существенно 

меньших вычислительных затратах. 

Значительно упростить моделирова-

ние движения частиц в виброожиженном 

слое позволяет подход, опирающийся на 

математический аппарат теории цепей 

Маркова [2…6]. 

Цель исследования: разработка дискрет-

ной стохастической ячеечной модели на ос-

нове цепей Маркова, идентификация ее па-

раметров по данным виртуального экспери-

мента и оценка влияния временной зависи-

мости скорости просеивания на точность 

прогнозирования кинетики фракциониро-

вания.  

Предложена и реализована процедура 

параметрической идентификации ячеечной 

модели на основе цепей Маркова с пере-

менной во времени скоростью просеивания. 

Разработана процедура идентификации па-

раметров стохастической модели на основе 

данных вычислительного эксперимента 

(DEM), позволяющая: определять эффек-

тивные коэффициенты модели, учитывать 

нестационарный характер процесса. Пока-

зано, что учет временной зависимости па-

раметра, характеризующего прохождение 

частиц через сито, оказывает существенное 

влияние на прогноз кинетики извлечения. 

Методы 

Примененная дискретная модель теории 

цепей Маркова аппроксимирует непрерыв-

ное уравнение переноса [5]. Она хорошо за-

рекомендовала себя при вероятностном 

описании сложных стохастических систем 

[4…8]. 

Слой сыпучей среды, подверженной 

вибровоздействию со стороны сита, дис-

кретизирован на m-1 элементарных ячеек 

высотой Δx. Ячейка m соответствует подси-

товому пространству. Все ячейки  образуют 

полное пространство возможных коорди-

нат частиц целевой фракции в аппарате. 

Система описывается вектором-столбцом 

состояния, который в транспонированном 

виде определится выражением 

 
T

mSSSS ]...[ 21 .          (2) 

 

Перемещение частиц между ячейками 

описывается стохастической матрицей P, 

элементы которой задают вероятности пе-

реходов:  

 

   𝑃 =

[
 
 
 
 
 
1 − 𝑑 − 𝑣 𝑑 … 0 0

𝑑 + 𝑣 1 − 2𝑑 − 𝑣 … 0 0
0 𝑑 + 𝑣 … 0 0
… … … 𝑑 …
0 0 … 1 − 𝑑 − 𝑣𝑓 0

0 0 … 𝑣𝑓 1

    

]
 
 
 
 
 

.                               (3) 

 

Параметр d (безразмерный коэффици-

ент диффузии) характеризует симметрич-

ный обмен частицами с соседними ячей-

ками, параметр v (безразмерная скорость 

сегрегации) отвечает за преимущественное 

смещение ключевого компонента вниз, па-

раметр vf (безразмерная скорость проник-

новения частиц ключевого компонента че-



№ 3 (423) ТЕХНОЛОГИЯ ТЕКСТИЛЬНОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 2026 265 

рез отверстия сита) отвечает за вероятность 

сепарации, определяемой как доля частиц 

ключевого компонента (с диаметром, мень-

шим апертуры сита), которые, достигнув 

просеивающей поверхности в течение ин-

тервала Δt, покидают рабочий объем, пере-

ходя в подрешетный продукт. В работах 

[2, 3, 8] скорость проникновения частиц че-

рез отверстия сита считалась постоянной 

или пропорциональной высоте слоя сыпу-

чего материала. В рамках данной работы 

количественно зафиксирована и парамет-

ризована временная динамика vf(t) в усло-

виях контролируемого виртуального экспе-

римента. Эволюция системы во времени за-

дается итерационным применением мат-

ричного оператора к вектору состояния:  

 

𝑆𝑘+1 = 𝑃𝑆𝑘 .           (4) 

 

Модель оперирует дискретным време-

нем с шагом Δt исходя из принципа локаль-

ности: за один шаг частица может переме-

ститься только в соседнюю ячейку. Мо-

менты времени процесса определяются как 

tk = k Δt. Корректность такого приближения 

обеспечивается условием малости шага Δt 

по сравнению с характерным временем эво-

люции системы. Связь безразмерных пара-

метров с макроскопическими коэффициен-

тами уравнения ФПК задается выражени-

ями: v = V Δt / Δx, d = D Δt / Δx². 

Выход частиц в подрешетное простран-

ство на каждом переходе может быть рас-

считан по формуле   

 

𝑞(𝑘) = 𝑆𝑚−1
𝑘 𝑣𝑓.            (5) 

 

Степень извлечения проходовых частиц 

ключевого компонента в зависимости от 

времени рассева, то есть кинетика процесса, 

рассчитывается как 
 





k

k

kqkE
1

)()( .           (6) 

 

Периодическое вибрационное фракцио-

нирование реальных сыпучих материалов в 

лабораторных условиях ранее рассматрива-

лось, в частности, в работах [9, 10]. По ор-

ганизационной схеме такие испытания 

проще, чем эксперименты на установках 

непрерывного действия, однако они оста-

ются достаточно трудоемкими. Необходимо 

предварительно настроить вибропривод, 

выполнить ситовой анализ исходного мате-

риала, зафиксировать промежуточные со-

стояния процесса и итоговый состав про-

дуктов разделения. Кроме того, из-за стоха-

стической природы движения частиц еди-

ничный опыт не может служить достаточ-

ным основанием для определения коэффи-

циентов модели. Для получения устойчи-

вых средних оценок требуется серия по-

вторных испытаний. 

Для предварительной отработки проце-

дуры определения параметров ячеечной 

модели целесообразно использовать имита-

ционный эксперимент, построенный на ме-

тоде дискретных элементов (DEM) и реали-

зованный в программной среде трехмер-

ного моделирования движения частиц. Та-

кой подход позволяет задать контролируе-

мые условия расчета: фиксировать форму и 

размеры частиц, исключать случайное из-

менение внешних факторов, а при необхо-

димости изменять только один параметр 

режима, например, частоту колебаний сита. 

Благодаря этому можно проследить влия-

ние отдельных факторов на кинетику рас-

сева и получить массив данных, пригодный 

для настройки редуцированной модели. В 

настоящей работе DEM-модель рассматри-

вается не как замена натурному экспери-

менту, а как расчетный эталон для сопо-

ставления с моделью цепей Маркова и про-

верки корректности выбранной схемы па-

раметризации.  

Для получения данных использован ме-

тод дискретных элементов (DEM), в рамках 

которого движение частиц рассчитывается 

на основе второго закона Ньютона с учетом 

контактных взаимодействий. Модель учи-

тывает: нормальные и тангенциальные кон-

тактные силы, трение по закону Кулона, ко-

эффициент восстановления, вибрационное 

воздействие [11]. DEM используется в дан-

ной работе как модель сравнения для ана-

лиза поведения редуцированной модели. 

В рамках настоящей статьи натурный 

эксперимент не проводился. Роль "экспери-

ментальных данных" для идентификации 
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параметров ячеечной модели и проверки 

гипотез выполнял виртуальный экспери-

мент, настроенный на параметры реальной 

физической системы (геометрия сита, свой-

ства частиц, режим вибрации). Такой под-

ход не является верификацией в строгом 

смысле (сравнение с натурой), однако он 

позволяет: изолированно изучать влияние 

отдельных факторов на кинетику сепара-

ции; получать локальные данные (эволю-

цию распределения частиц по ячейкам), не-

доступные в реальном физическом экспе-

рименте; служить методической основой 

для последующей валидации модели на 

натурных данных, которая является зада-

чей следующих этапов исследования.  

    Достоверность виртуального эксперимен-

та в данной работе обеспечивается: исполь-

зованием физических параметров частиц и 

сита (плотность, упругость, трение, коэф-

фициент реституции), взятых из лаборатор-

ных испытаний и справочных данных; со-

гласованностью результатов DEM-модели-

рования с известными закономерностями 

процесса вибрационного фракционирования 

(увеличение доли просеявшихся частиц во 

времени, преимущественное просеивание 

мелких фракций); воспроизводимостью ин-

тегральных показателей (кинетика извлече-

ния) при повторных запусках модели с раз-

ными начальными условиями. 

Результаты и обсуждения 

Виртуальный эксперимент проводился 

на аппарате периодического фракциониро-

вания, который представлял собой прозрач-

ный короб с просеивающим полотном раз-

мером 160х160 мм из металлических про-

волок диаметром 1 мм и размером квадрат-

ной ячейки 12 мм. Площадь такой сетки в 

свету составляла S=23716 мм2. 

Для частиц смеси были определены фи-

зические характеристики: плотность, коэф-

фициенты трения, упругости, коэффици-

енты восстановления скорости при соуда-

рении частиц друг с другом и просеиваю-

щим полотном. В рассмотренном опыте 

имитировался процесс фракционирования 

смеси из 190 крупных частиц диаметром 

23 мм и 1500 мелких диаметром 10 мм. Ап-

парат совершал вертикальные колебания с 

амплитудой 5 мм и частотой 8,4 Гц.  

Создание виртуального эксперимента 

процесса обеспечивало наглядную динами-

ческую визуализацию перемещения и рас-

пределения частиц в рабочей камере в ре-

альном времени, отображаемую в специа-

лизированном окне интерфейса вычисли-

тельной системы (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1 

 

Полученное анимационное представле-

ние легло в основу качественной и количе-

ственной оценки кинетических закономер-

ностей процесса, а также позволило выпол-

нить последующее сравнение с расчетными 

данными стохастической ячеечной модели. 

Для различных моментов времени получены 

интегральные показатели процесса, а имен-

но степень извлечения мелких частиц в под-

ситовое пространство. Так как программное 

обеспечение позволяло отслеживать траек-

тории движения всех частиц, то были полу-

чены локальные показатели процесса, то 

есть эволюция распределения частиц клю-

чевого компонента по ячейкам цепи, что яв-

ляется принципиально недостижимой зада-

чей для натурного промышленного экспе-

римента или лабораторного классифициру-

ющего оборудования.  

На рис. 2 показан процесс фракциони-

рования смеси в различные моменты вре-

мени. 

Виртуальные эксперименты доказали 

положение о том, что скорость проникнове-

ния частиц через отверстия сита сущест-

венно изменяется в течение процесса фрак-

ционирования.  
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t=0                          t=5 секунд                          t=10 секунд                        t=15 секунд 

Рис. 2 

 

В первом расчетном интервале длитель-

ностью ∆τ = 0…5 с в подситовое простран-

ство перешли 14 частиц проходовой фрак-

ции. На основе объема одной частицы, при-

нятой сферической, был определен объем-

ный расход мелкой фракции за единицу 

времени: 

 

𝑉1 = 
1

6
𝜋𝑑3 ∙

𝑁1

∆𝜏
 =

1

6 
3,14 ∙ 103 ∙ 10−9 ∙

14

5
= 

= 1,465 ∙ 10−6 м3

c
 .          (7) 

 

Далее по полученному расходу была 

рассчитана скорость прохождения частиц 

через отверстия просеивающей поверхности: 

 

𝑉𝑓1 =
𝑉1

𝑆
=

1,465∙10−6

23716∙10−6 = 0,618 ∙ 10−4 м

с
.  (8) 

 

В ячеечной схеме эта величина перево-

дится в безразмерный параметр, характери-

зующий вероятность выхода частицы из 

нижней рабочей ячейки слоя в подситовое 

пространство за один временной шаг. Для 

рассматриваемого перехода он задается вы-

ражением: 

 

𝑣𝑓1 =
𝑉𝑓1∙∆𝑡

∆𝑥
=

0,618∙10−4

23∙10−3 ∙ 0,5 = 1,343 ∙ 10−3, (9) 

 

где ∆t = 0,5 с – шаг времени в ячеечной 

модели; ∆x = 23·10-³ м – высота одной 

расчетной ячейки. Значение ∆x принято 

исходя из высоты слоя сыпучего материала 

над ситом, равной 138 мм, и разбиения слоя 

на шесть рабочих ячеек; седьмая ячейка 

соответствует подситовому пространству. 

Аналогичный расчет выполнен для по-

следующих интервалов времени. В проме-

жутке ∆τ =5…10 с через сито прошло 19 

частиц, а в промежутке ∆τ =10…15 с – 22 

частицы. По формулам (7)…(9) получены 

соответствующие значения безразмерной 

скорости прохождения частиц через 

отверстия сита для второго и третьего 

временных интервалов: 𝑣𝑓2 = 1,822 ∙ 10−3, 

𝑣𝑓3 = 2,206 ∙ 10−3. Далее такая процедура 

применялась ко всей продолжительности 

рассева, вплоть до полного извлечения мел-

кой фракции из исходной смеси. В рассмат-

риваемом виртуальном эксперименте этот 

момент был достигнут к 145-й секунде про-

цесса. 

 

 
 

Рис. 3 

 

Рис. 3 демонстрирует, как меняются без-

размерные скорости просеивания с тече-

нием времени фракционирования. Значения 

этих скоростей использовались при расчете 

интегральных и локальных характеристик 

процесса по ячеечной модели. 

На рис. 4 представлены расчетно-экспе-

риментальные исследования кинетики про-

цесса. Расчетная кривая 1 соответствует ва-

рианту, когда скорость просеивания счита-

ется постоянной. Расчетная кривая 2 учи-

тывает изменения скорости просеивания от 

времени процесса. Как видно из рис. 4, 

кривая 1 дает завышенный результат эф-

фективности процесса рассева. Кривая 2 

адекватно описывает результаты виртуаль-

ного эксперимента. 
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Рис. 4 

 

Идентификация экспериментальных дан-

ных степени извлечения мелких частиц из 

исходной смеси в различные моменты 

времени, полученных с помощью цифро-

вого двойника аппарата, и расчетных кри-

вых накопления мелких частиц в подси-

товом пространстве, полученных с исполь-

зованием модели цепей Маркова и резуль-

татов расчета скорости просеивания, позво-

лила определить стохастические коэффи-

циенты модели: безразмерный коэффици-

ент макродиффузии d= 2, 33 ∙ 10−3 и без-

размерную скорость сегрегационного рас-

слоения v = 7,67 ∙ 10−3.  

На рис. 5 представлены результаты 

сравнения расчетного и эксперименталь-

ного распределения частиц ключевого ком-

понента смеси по высоте слоя сыпучего ма-

териала на ситовом полотне в различные 

моменты времени (точки – компьютерный 

эксперимент, гистограмма – расчет по 

ячеечной модели) . 

 

 

       
Рис. 5 

 

Опираясь на методы статистической 

обработки данных [12], а также на резуль-

таты ячеечного моделирования и виртуаль-

ных экспериментов на компьютере, имеем: 

средняя абсолютная ошибка (MAE) = 0.007, 

среднеквадратичная ошибка (RMSE) = 0.009  

–   погрешность незначительна (≤ 4% от сред-

него значения). Статистическая значимость 

оценена на уровне α=0,05, коэффициент де-

терминации R2=0,97. Модель адекватна и 

может использоваться для прогнозирова-

ния локальных и интегральных характе-

ристик процесса виброфракционирования с 

высокой достоверностью. 

Представленная модель имеет следую-

щие ограничения, которые необходимо 

учитывать при интерпретации результатов 

для дальнейшего применениия. Сферичес-

кая форма частиц принята для снижения 

размерности пространства состояний при 

идентификации стохастических коэффици-

ентов на первом этапе. Реальные частицы 

(осколочные, игольчатые, пластинчатые, 

неправильной формы) будут демонстри-

ровать иную кинетику просеивания и иные 

значения параметров, что потребует по-

вторной калибровки для каждого типа 

частиц. Модель включает две фракции. Для 

полидисперсных систем потребуется рас-

ширение модели на многокомпонентную 

цепь Маркова.  

Данная работа носит методический ха-

рактер. Роль "экспериментальных данных" 

выполняет верифицированная компьютер-

ная модель. Прямое сравнение с натурным 

виброситом является задачей следующих 

этапов исследования. Промышленное мас-

штабирование потребует учета краевых эф-

фектов, возможной неравномерности вибра-

ционного поля по площади сита, а также 

изменения динамической обстановки в слое. 
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В Ы В О Д Ы 

 

Разработана стохастическая модель 

вибрационного фракционирования, учиты-

вающая временную изменчивость скорости 

просеивания. Показано, что параметр про-

сеивания является нестационарным, его учет 

улучшает описание кинетики процесса.  

Разработанная компьютерная модель 

обеспечивает получение как интегральных 

показателей (кинетика процесса), так и 

локальных данных (эволюция распреде-

ления частиц по ячейкам), недоступных в 

натурных экспериментах, что подтверж-

дает адекватность предложенного подхода. 

Предложенная методика (компьютерное 

моделирование → идентификация 𝑣𝑓 → 

цепи Маркова с переменным параметром) 

позволяет тестировать различные режимы 

вибровоздействия (частота, амплитуда) без 

проведения дорогостоящих натурных экспе-

риментов и служит основой для создания 

редуцированных моделей, пригодных для 

инженерных расчетов. 
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